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1 Ââåäåíèå

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü êóðñà êâàíòîâîé òåî-
ðèè ïîëÿ, êîòîðûé â òå÷åíèè ìíîãèõ ëåò ÷èòàëñÿ àâòîðîì â ðàçëè÷íûõ
óíèâåðñèòåòàõ â Ðîññèè è çà ðóáåæîì. Ðåëÿòèâèñòñêàÿ ñèììåòðèÿ, âû-
ðàæàåìàÿ â òåðìèíàõ ãðóïï Ëîðåíöà è Ïóàíêàðå, ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé òåîðèè ïîëÿ è ïîýòîìó, íà íàø âçãëÿä, äîëæíà áûòü
îáÿçàòåëüíîé ÷àñòüþ êóðñà ñîâðåìåííîé òåîðèè ïîëÿ. Âàæíîñòü áàçî-
âûõ ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ ãðóïïàìè Ëîðåíöà è Ïóàíêàðå ïðè èçó÷åíèè
òåîðèè ïîëÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ýòè ïîíÿòèÿ
ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ôîðìóëèðîâêå ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ìî-
äåëåé òåîðèè ïîëÿ, ñóïåðãðàâèòàöèè, òåîðèè ïîëåé âûñøèõ ñïèíîâ.

Â ïîñîáèè ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ âûâîä êîììóòàöèîííûõ ñîîòíî-
øåíèé äëÿ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû Ïóàíêàðå è îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà äëÿ
ýòîé ãðóïïû. Îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ãðóïïû Ëîðåíöà è ãðóïïû SL(2|C),
ïîñòðîåíèå íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííîé ãðóïïû Ëîðåíöà
â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñïèí-òåíçîðîâ è ñâîéñòâà ñïèí-òåíçîðîâ.
Èçó÷àåòñÿ ñòðóêòóðà ìàññèâíûõ è áåçìàññîâûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ãðóïïû Ïóàíêàðå, â òîì ÷èñëå è â ïðîñòðàíñòâàõ ïîëåé ñ öåëû-
ìè è ïîëóöåëûìè ñïèíàìè. Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ôîð-
ìóëèðîâêè ðåëÿòèâèñòñêèõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ïîëåé ñî ñïèíîì
s = 0 (óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà), ñî ñïèíîì s = 1

2 (óðàâíåíèÿ Âåéëÿ
è Äèðàêà), ñî ñïèíàìè s = 1 (óðàâíåíèÿ Ïðîêà è Ìàêñâåëëà), ñî ñïè-
íîì s = 3

2 (óðàâíåíèå Ðàðèòà-Øâèíãåðà), ñî ñïèíîì s = 2 (óðàâíåíèå
Ïàóëè-Ôèðöà).

Ìàòåðèàë íîñèò ó÷åáíûé õàðàêòåð è ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïåðâîíà÷àëü-
íîãî èçó÷åíèÿ ïðåäìåòà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðàêòè÷åñêè êàæäûé ðàçäåë
íà÷èíàåòñÿ ñ êà÷åñòâåííûõ ìîòèâàöèé, ôîðìàëüíûå ðàññóæäåíèÿ äàþò-
ñÿ íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè, âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñî âñåìè
äåòàëÿìè ñ ðàññìîòðåíèåì ïðèìåðîâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ â ïîñîáèå
âêëþ÷åí êðàòêèé îáçîð îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåîðèè ãðóïï Ëè, êîòîðûé êî-
íå÷íî íå ìîæåò çàìåíèòü ñèñòåìàòè÷åñêèé êóðñ òåîðèè ãðóïï è ñëóæèò
ñêîðåå íàïîìèíàíèåì òîãî, ÷òî ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü.
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Â ïîñîáèè ïðèâåäåí íåáîëüøîé ñïèñîê ëèòåðàòóðû äëÿ äàëüíåéøåãî,
áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ, îáñóæäàåìûõ çäåñü âîïðîñîâ. Çíà÷èòåëüíàÿ
÷àñòü, ðàññìàòðèâàåìîãî â ïîñîáèè ìàòåðèàëà îñíîâàíà íà ìîíîãðàôèè
I.L. Buchbinder, S.V. Kuzenko, Ideas and Methods of Supersymmetry and
Supergravity or A Walk Through Superspace, IOP Publishing, 1998.

2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ãðóïï Ëè

Íàïîìíèì áàçîâûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ãðóïï Ëè, êîòîðûå äàëåå áóäóò
øèðîêî èñïîëüçîâàòüñÿ.

Ãðóïïîé G íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ g1, g2, ..., â êîòîðîì îïðå-
äåëåíî ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ, íàçûâàåìîå òàêæå îïåðàöèåé óìíîæå-
íèÿ èëè êîìïîçèöèåé è óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Çàìêíóòîñòü. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ g1, g2 ∈ G èõ ïðîèçâåäåíèå
g1g2 ∈ G

2. Àññîöèàòèâíîñòü. Äëÿ ëþáûõ òðåõ ýëåìåíòîâ g1, g2, g3 ∈ G âûïîë-
íÿåòñÿ g1(g2g3) = (g1g2)g3 = g1g2g3.

3. Ñóùåñòâîâàíèå åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà. Ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò
e ∈ G, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G âûïîëíÿåòñÿ eg = ge = g.
Ýëåìåíò e íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì èëè åäèíèöåé ãðóïïû.

4. Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G

ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g−1 ∈ G, òàêîé ÷òî gg−1 = g−1g = e. Ýëåìåíò
g−1 íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì îáðàòíûì ê ýëåìåíòó g.

Èñïîëüçóÿ ýòè ñâîéñòâà ìîæíî äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü è åäèíè÷íîãî è
îáðàòíîãî ýëåìåíòîâ è ñîîòíîøåíèå e−1 = e.

Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé èëè àáåëåâîé, åñëè äëÿ ëþáûõ
äâóõ åå ýëåìåíòîâ g1, g2 ∈ G âûïîëíÿåòñÿ g1g2 = g2g1. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ãðóïïà íàçûâàåòñÿ íåêîììóòàòèâíîé èëè íåàáåëåâîé. Ïîñëåäíåå
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ýëåìåíòà g1, g2 ∈ G òàêèå, ÷òî g1g2 6= g2g1.

Ïîäìíîæåñòâî H ⊂ G íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, åñëè H åñòü
ãðóïïà îòíîñèòåëüíî òîé æå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, ÷òî è â ãðóïïå G.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, åäèíè÷íûé ýëåìåíò e ∈ G ïðèíàäëåæèò H, åñëè h ∈
H, òî h−1 ∈ H è åñëè h1h2 ∈ G, òî h1h2 ∈ H.

Ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ êîíå÷-
íîé, à ÷èñëî åå ýëåìåíòîâ - ïîðÿäêîì ãðóïïû. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
çàïèñàòü ÿâíî ïðîèçâåäåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû, òî åñòü ñîñòàâèòü
òàáëèöó gi, gj, íàçûâàåìóþ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ ãðóïïû.

Èíîãäà êîíå÷íóþ ãðóïïó íàçûâàþò êîíå÷íîé äèñêðåòíîé ãðóïïîé.
Åñëè ìíîæåñòâî G ñ÷åòíî, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ áåñ-
êîíå÷íîé äèñêðåòíîé ãðóïïîé. Åñëè ìíîæåñòâî G íåñ÷åòíî è ÿâëÿåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíîé. Ìû â îñíîâíîì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñïåöèàëüíûé êëàññ
íåïðåðûâíûõ ãðóïï, íàçûâàåìûõ ãðóïïàìè Ëè.

Äâå ãðóïïûG è G′ ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðà-
æåíèå f ãðóïïûG â ãðóïïóG′, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ g1, g2 ∈ G
âûïîëíÿåòñÿ

f(g1g2) = f(g1)f(g2)

f(g−1) = f−1(g)

Óêàçàííîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Ïðè ýòîì ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî f(e) = e′ ãäå e′ - ýòî åäèíèöà â ãðóïïå G′. Âçàèìíî îäíî-
çíà÷íûé ãîìîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, à ñîîòâåòñòâóþùèå
ãðóïïû íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè. Ïî ñóùåñòâó èçîìîðôíûå ãðóïïû
íåîòëè÷èìû äðóã îò äðóãà. Èçîìîðôèçì ãðóïïû îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ
êàê G = G′.

Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ëè, åñëè ëþáîé åå ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé, äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé íàáîðà âåùåñòâåííûõ ïàðà-
ìåòðîâ θa, a = 1, 2, ...N . Òî åñòü g = g(θ). Ïðè ýòîì áåç ïîòåðè îáùíîñòè
ïàðàìåòðû θ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî g(θ)|θa=0 = e. Òàêèì îáðàçîì, ãðóï-
ïà Ëè, îáëàäàåò òðåìÿ ñòðóêòóðàìè:

1. G - ýòî ãðóïïà;

2. G - ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî åñòü äëÿ ýëåìåíòîâ ìíîæå-
ñòâà G îïðåäåëåíî ïîíÿòèå áëèçîñòè;
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3. G - ýòî äèôôåðåíöèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå, òî åñòü êàæäûé ýëåìåíò
g åñòü äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà âåùåñòâåííûõ
êîîðäèíàò.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþ-
ùèõ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ îïåðàòîðîâ. Òàêàÿ ãðóïïà èñïîëüçó-
åòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû. Ïðåäñòàâëåíèå R ãðóïïû
G íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ãðóïïû G â ãðóïïó ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ,
äåéñòâóþùèõ â íåêîòîðîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V

g → DR(g)

ïðè÷åì

DR(g−1) = D−1
R (g)

DR(g1g2) = DR(g1)DR(g2)

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû - ýòî ãîìîìîðôèçì ãðóïïû â
ãðóïïó ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Îïåðàòîðû DR(g) íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðà-
ìè ïðåäñòàâëåíèÿ, à ïðîñòðàíñòâî â êîòîðîì îíè äåéñòâóþò - ïðîñòðàí-
ñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ìû â îñíîâíîì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ãäå
ýëåìåíòó ãðóïïû g ñîïîñòàâëÿåòñÿ n × n ìàòðèöà DR(g)i

j, i, j =
1, 2, ...n. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ.
Êîíöåïöèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîçâîëÿåò òðàêòîâàòü àáñòðàêòíóþ ãðóïïó
êàê ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé â íåêîòîðîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü
v âåêòîð ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ ñ êîîðäèíàòàìè v1, v2, ...vn îòíî-
ñèòåëüíî íåêîòîðîãî áàçèñà. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ãåíåðèðóåìûå ìàòðèöàìè
DR(g)i

j âûãëÿäÿò òàê
v′i = DR(g)i

jv
j

çäåñü ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.
Ïóñòü R - ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V è

ïóñòü Ṽ ⊂ V , ãäå Ṽ ïîäïðîñòðàíñòâî â V . Åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
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ṽ ∈ Ṽ è äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà DR(g) âûïîëíÿåòñÿ DR(g)ṽ ∈ Ṽ , òî ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Ṽ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ R. Ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò âñåãäà äâà èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâà íàçûâàåìûõ òðèâèàëüíûìè. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî Ṽ = V è
Ṽ = {0}(ñîñòîèò èç îäíîãî íóëåâîãî âåêòîðà). Âñå îñòàëüíûå èíâàðèàíò-
íûå ïîäïðîñòðàíñòâà, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, íàçûâàþòñÿ íåòðèâèàëüíû-
ìè. Ïðåäñòàâëåíèå R íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì, åñëè îíî èìååò íåòðèâè-
àëüíûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî íàçû-
âàåòñÿ íåïðèâîäèìûì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðåäñòàâëåíèå R íàçûâàåòñÿ
íåïðèâîäèìûì, åñëè îíî èìååò òîëüêî òðèâèàëüíûå èíâàðèàíòíûå ïîä-
ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ ïðèâîäèìûì, åñëè
âñå ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèÿ DR(g) â íåêîòîðîì áàçèñå èìåþò áëî÷íî-
äèàãîíàëüíûé âèä

DR(g) =


D1(g) 0 0 0

0 D2(g) 0 0

0 0 . . . 0

0 0 0 Dk(g)


Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ èìååò k íåòðèâèàëüíûõ
èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ çàäàíî íåïðèâîäè-
ìîå ïðåäñòàâëåíèå.

Êîíêðåòíàÿ ãðóïïà Ëè ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ, â
êàæäîì èç êîòîðûõ ìàòðèöû DR(g) èìåþò ñâîé ñïåöèôè÷åñêèé âèä.
Îäíàêî, ñóùåñòâóþò îïðåäåëåííûå ñâîéñòâà ãðóïïû Ëè, íå çàâèñÿùèå
îò ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýòè ñâîéñòâà ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ àëãåáðû
Ëè. Ïóñòü DR(g) - îïåðàòîðû ïðåäñòàâëåíèÿ R è g = g(θ). Òîãäà âñå
îïåðàòîðû DR(g) áóäóò ôóíêöèÿìè N ïàðàìåòðîâ θ1, θ2, ..., θN , òî åñòü
DR(g) = DR(θ) è DR(θ)|θa=0 = DR(e) = 1. Ãäå 1 - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
òîãäà â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà ìîæíî çàïèñàòü

DR(θ) = 1 + iθaTRa,

TRa = −i ∂DR(θ)

∂θa

∣∣∣∣
θ=0
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Îïåðàòîðû TRa íàçûâàþòñÿ ãåíåðàòîðàìè ãðóïïû G â ïðåäñòàâëåíèè
R. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé îïåðàòîð DR(θ), êîòîðûé ìîæåò áûòü
ïîëó÷åí íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèåé èç åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà, èìååò ñëå-
äóþùèé âèä

DR(θ) = eiθaTRa

Ìíèìóþ åäèíèöó i óäîáíî âûäåëèòü èç óñëîâèÿ, ÷òî åñëè ìàòðèöû DR -
óíèòàðíû, D+

RDR = 1, òî ìàòðèöû TRa - ýðìèòîâû, T
+
R a = TRa. Ìîæíî

ïîêàçàòü, ãåíåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì â òåð-
ìèíàõ êîììóòàòîðîâ

[TRa, TRb] = ifab
cTRc

ãäå fab
c - êîíñòàíòû, íàçûâàåìûå ñòðóêòóðíûìè ïîñòîÿííûìè ãðóïïû.

Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî fab
c = −fba

c. Âèä ìàòðèö TR çàâèñèò îò ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ, îäíàêî, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå îò ïðåä-
ñòàâëåíèÿ íå çàâèñÿò è õàðàêòåðèçóþò èñõîäíóþ ãðóïïó G.

Ãåíåðàòîðû ãðóïïû òåñíî ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèåì àëãåáðû Ëè. Ïóñòü A
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ýëåìåíòàìè a1, a2, ...aN , .... Ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî A íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ëè, åñëè äëÿ ëþáûõ åå ýëåìåíòîâ îïðåäåëåíà
îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ [a1, a2] ∈ A òàêàÿ, ÷òî

1. [a1, a2] = −[a2, a1]

2. [c1a1 + c2a2, a3] = c1[a1, a3] + c2[a2, a3]

3. [a1, [a2, a3]] + [a2, [a3, a1]] + [a3, [a1, a2]] = 0

Çäåñü c1, c2 - âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ïîñëåäíåå èç
ïðèâåäåííûõ âûøå òðåõ ñîîòíîøåíèé íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâîì ßêîáè.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ óäîâëåòâîðÿåò âñåì
ñâîéñòâàì îïåðàöèè óìíîæåíèÿ â àëãåáðå Ëè. Ïîýòîìó ãåíåðàòîðû TRa

àâòîìàòè÷åñêè ôîðìèðóþò àëãåáðó Ëè, àññîöèèðîâàííóþ ñ ãðóïïîé Ëè.
Áîëåå òî÷íî îíè çàäàþò ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè â òîì ñìûñëå, ÷òî çà-
äàíî îòîáðàæåíèå T àëãåáðû Ëè A â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðîâ
òàêîå, ÷òî

T : a→ T (a)
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[a1, a2] → [T (a1), T (a2)]

Àëãåáðà Ëè íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé èëè àáåëåâîé, åñëè äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ a1, a2 ∈ A âûïîëíÿåòñÿ [a1, a2] = 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà
íàçûâàåòñÿ íåàáåëåâîé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà Ëè, àññîöèèðîâàí-
íàÿ ñ àáåëåâîé ãðóïïîé Ëè, ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé àëãåáðîé.

Ïðè èçó÷åíèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëè âàæíóþ ðîëü èãðàþò îïå-
ðàòîðû Êàçèìèðà,ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü TRa - ãåíåðàòîðû ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðóïïû, îïåðàòîðàìè Êàçèìèðà CR íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè ãå-
íåðàòîðîâ, êîììóòèðóþùèå ñî âñåìè ãåíåðàòîðàìè TRa. Èìååò ìåñòî
ëåììà Øóðà, ñîãëàñíî êîòîðîé â êàæäîì íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè
îïåðàòîð Êàçèìèðà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó. Ïðè
ýòîì êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè õàðàêòåðèçóåò äàííîå êîíêðåò-
íîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå.

3 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà

Ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ïðîèñõîäÿò â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè, ïîýòî-
ìó ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå òåîðèè äîëæíû åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì âêëþ÷àòü â ñåáÿ ïîëîæåíèÿ î ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè.
Â îñíîâå ñîâðåìåííûõ ïðåäñòàâëåíèé î ïðîñòðàíñòâ è âðåìåíè ëåæèò
ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè.

Ñîãëàñíî ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñòðóêòóð
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (áåç ó÷åòà ãðàâèòàöèè) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè
ôóíäàìåíòàëüíûìè ïîñòóëàòàìè;

1. Ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ îäíîðîäíû.

2. Ïðîñòðàíñòâî èçîòðîïíî.

3. Ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëþáîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Â ëþáîé èíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ñêîðîñòü ñâåòà èìååò îäíî è òîæå çíà÷åíèå c.

Ýòè ïîñòóëàòû îçíà÷àþò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî, òî åñòü 4-ìåðíîå ìíî-
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ãîîáðàçèå, ñíàáæåííîå êîîðäèíàòîé xµ, µ = 0, 1, 2, 3 è èíâàðèàíòíîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé èëè èíòåðâàëîì

ds2 = (dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2 = ηµνdx
µdxν (1)

ãäå ìàòðèöà η èìååò âèä

η = (ηµν) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (2)

Êîîðäèíàòû xµ òðàêòóþòñÿ êàê ìîìåíò âðåìåíè (x0) è êîîðäèíàòû â
òðåõìåðíîì ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (xi, i = 1, 2, 3) ðàññìàòðèâàåìîãî
ñîáûòèÿ, îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Çäåñü
x0 = ct, ãäå t ìîìåíò âðåìåíè, à xi = (x, y, z) òðåõìåðíûå êîîðäèíàòû,
îïðåäåëÿþùèå ìåñòî ñîáûòèÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Èíâàðèàíòíîñòü èíòåðâàëà îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Ïóñòü çàäàíû äâà
áåñêîíå÷íî áëèçêèõ ñîáûòèÿ P è Q è ïóñòü â íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà îíè èìåþò êîîðäèíàòû xµ è xµ + dxµ ñîîòâåòñòâåííî, à
â ëþáîé äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îíè èìåþò êîîðäèíàòû
x′µ è x′µ + dx′µ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ôîðìà èíòåðâàëà (1) íå çàâèñèò
îò òîãî, êîîðäèíàòû êàêîé èç ýòèõ äâóõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì áûëè èñ-
ïîëüçîâàíû ïðè èíòåðâàëà. Òî åñòü

ds2 = (dx0)2− (dx1)2− (dx2)2− (dx3)2 = (dx′0)2− (dx′1)2− (dx′2)2− (dx′3)2

Èëè
ηµνdx

′µdx′ν = ηαβdx
αdxβ (3)

Íàøà äàëüíåéøàÿ öåëü ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ñëåäñòâèé, âûòåêàþùèõ
èç óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè ôîðìû èíòåðâàëà.

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè x′µ è xµ, ñîãëàñîâàííóþ ñ ñî-
îòíîøåíèåì (3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå x′µ = fµ(x) ñ ïðîèç-
âîëüíîé ôóíêöèåé fµ(x). Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (3) ïîëó÷èì

ηµν
∂fµ

∂xα

∂f ν

∂xβ
dxαdxβ = ηαβdx

αdxβ.
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Òàê êàê dxα, dxβ ïðîèçâîëüíû, òî

ηµν
∂fµ

∂xα

∂f ν

∂xβ
= ηαβ (4)

Â ýòîì ñîîòíîøåíèè ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò, ïîýòîìó è
ëåâàÿ ÷àñòü íå äîëæíà çàâèñåòü îò êîîðäèíàò. Ýòî âîçìîæíî ëèøü êîãäà

∂fµ

∂xα
= Λµ

α = const

Îòñþäà
fµ(x) = Λµ

αx
α + aµ,

ãäå aµ - ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé 4-âåêòîð. Ïðè ýòîì èç ñîîòíîøåíèÿ
(4) ïîëó÷àåì

ηµνΛ
µ
αΛν

β = ηαβ (5)

Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëåå îáùåå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ñîõðàíÿþùåå
ôîðìó èíòåðâàëà (3) èìååò âèä

x′µ = Λµ
αx

α + aµ (6)

ãäå aµ - êîíñòàíòû è ìàòðèöà Λµ
α óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

(5). Ïðåîáðàçîâàíèÿ (6) íàçûâàþòñÿ íåîäíîðîäíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
Ëîðåíöà. Åñëè aµ = 0, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò

x′µ = Λµ
αx

α (7)

íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà èëè ïðîñòî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà.

Ïóñòü Λ - ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè Λµ
ν, îáîçíà÷èì òðàíñïîíèðîâàííóþ

ìàòðèöó ΛT , (ΛT )µ
ν = Λν

µ. Òîãäà ñîîòíîøåíèå (5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå

ΛTηΛ = η. (8)

Áóäåì íàçûâàòü (8) áàçîâûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ ìàòðèö Λ, îñóùåñòâëÿ-
þùèõ îäíîðîäíîå èëè íåîäíîðîäíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà
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a. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

Λ =

(
1
Ri

j

)
(9)

ãäå R = Ri
j ìàòðèöà 3 × 3. Ïîäñòàâëÿÿ (9) â (8) ïîëó÷èì óñëîâèÿ

íà ìàòðèöó R
RTR = 1, (10)

ãäå 1 - 3 × 3 åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè δ1
j. R, óäîâëåòâîðÿ-

þùèå (10) îñóùåñòâëÿþò ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò 3-ìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà

x′i = Ri
jx

j,

ñîõðàíÿþùèå åâêëèäîâó äëèíó âåêòîðà, òî åñòü

δijx
′ix′j = δijx

ixj.

Òàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè âðàùåíèÿ òðåõìåðíîãî ýâ-
êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äàííûå ìàòðèöû îáðà-
çóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ýòà ãðóïïà
íàçûâàåòñÿ òðåõìåðíîé ãðóïïîé âðàùåíèé è îáîçíà÷àþòñÿ O(3).

b. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

Λ =


1√

1−v2/c2
0 0

v
c√

1−v2/c2

0 1 0 0
0 0 1 0
v
c√

1−v2/c2
0 0 1√

1−v2/c2

 (11)

ãäå v, c âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû, ïðè÷åì c > 0, |v| < c. Íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöû (11) óäîâëåòâîðÿþò áàçîâîìó ñîîòíîøåíèþ
(8), ïîýòîìó îíè îñóùåñòâëÿþò íåêîòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà.
Çàïèøåì ýòî ïðåîáðàçîâàíèå â ÿâíîì âèäå, èìååì

x′0

x′1

x′2

x′3

 = Λ


x0

x1

x2

x3
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Îòñþäà

x′0 =
x0 + v

cx
3√

1− v2/c2

x′1 = x1

x′2 = x2

x′3 =
x3 + v

cx
0√

1− v2/c2
(12)

Ïðåîáðàçîâàíèå (12) íàçûâàåòñÿ ëîðåíöåâñêèì áóñòîì âäîëü îñè x3.
Êîíñòàíòà c àññîöèèðóåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà.

c. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

Λ = ΛT =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (13)

Î÷åâèäíî, ÷òî áàçîâîå ñîîòíîøåíèå (8) âûïîëíåíî, ïîýòîìó ìàòðèöà
ΛT îñóùåñòâëÿåò íåêîòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà. Ýòî ïðåîáðà-
çîâàíèå èìååò âèä

x′0 = −x0

x′i = xi (14)

è íàçûâàåòñÿ îáðàùåíèåì âðåìåíè.

d. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

Λ = ΛP =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (15)

Î÷åâèäíî, ÷òî áàçîâîå ñîîòíîøåíèå (8) âûïîëíåíî, ïîýòîìó ìàòðèöà
ΛP îñóùåñòâëÿåò íåêîòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà. Ýòî ïðåîáðà-

15



çîâàíèå èìååò âèä

x′0 = x0

x′i = −xi (16)

è íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûì îòðàæåíèåì.

e. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

Λ = ΛPT = ΛTP =


−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (17)

Î÷åâèäíî, ÷òî áàçîâîå ñîîòíîøåíèå (8) âûïîëíåíî, ïîýòîìó ìàòðèöà
ΛP îñóùåñòâëÿåò íåêîòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà. Ýòî ïðåîáðà-
çîâàíèå èìååò âèä

x′µ = −xµ (18)

è íàçûâàåòñÿ ïîëíûì îòðàæåíèåì.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (13), (15), (17) íàçûâàþòñÿ äèñêðåòíûìè ïðåîáðàçî-
âàíèÿì Ëîðåíöà.

4 Ãðóïïà Ëîðåíöà

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (7) âèäà

x′µ = Λµ
νx

ν,

ãäå ìàòðèöû Λ óäîâëåòâîðÿþò áàçîâîìó ñîîòíîøåíèþ (8). Î÷åâèäíî,
÷òî êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ìàòðèöåé Λ
è íàîáîðîò. Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåõ ïðåîáðàçîâàíèé
Ëîðåíöà ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö Λ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ
(8).

Ñîâåðøèì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà

x′α = Λ1
α

νx
ν, x′ν = Λ2

ν
αx

α (19)
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Îòñþäà
x′′µ = Λ2

µ
αΛ1

α
νx

ν = (Λ2Λ1)
µ
νx

ν,

ãäå Λ2Λ1 åñòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö Λ2 è Λ1. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè Λ1 è Λ2

óäîâëåòâîðÿþò áàçîâîìó ñîîòíîøåíèþ (8), òî è èõ ïðîèçâåäåíèå óäîâëå-
òâîðÿåò áàçîâîìó ñîîòíîøåíèþ (8). Èìååì

(Λ2Λ1)
Tη(Λ2Λ1) = ΛT

1 (ΛT
2 ηΛ2)Λ1 = ΛT

1 ηΛ1 = η

Ñëåäîâàòåëüíî ìàòðèöà (Λ2Λ1) îñóùåñòâëÿåò íåêîòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ëîðåíöà. Ïóñòü ìàòðèöà Λ óäîâëåòâîðÿåò áàçîâîìó ñîîòíîøåíèþ (8),
ïîêàæåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöà Λ−1 âñåãäà ñóùåñòâóåò.
Èç áàçîâîãî ñîîòíîøåíèÿ (8) ñëåäóåò

det(ΛTηΛ) = det η

Èëè
det ΛT det η det Λ = det η

Î÷åâèäíî, ÷òî det η = −1 6= 0. Ïîýòîìó

(det Λ)2 = 1 (20)

è çíà÷èò det Λ 6= 0. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé ìàòðèöû, îñóùåñòâëÿþùåé ïðå-
îáðàçîâàíèå Ëîðåíöà, îáðàòíàÿ ìàòðèöà âñåãäà ñóùåñòâóåò. Ïîêàæåì,
÷òî ìàòðèöà Λ−1 îòâå÷àåò íåêîòîðîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà. Èìååì

(ΛTηΛ) = η

Ïîýòîìó
(ΛT )−1ΛTηΛΛ−1 = (ΛT )−1ηΛ−1

Èëè
(Λ−1)TηΛ−1 = η

Òî åñòü, åñëè ìàòðèöà Λ óäîâëåòâîðÿåò (8), òî ìàòðèöà Λ−1 òàêæå óäî-
âëåòâîðÿåò (8).
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Î÷åâèäíî, ÷òî åäèíè÷íàÿ 4× 4 ìàòðèöà I

I =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (21)

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (8). Òî åñòü ìàòðèöà I îïèñûâàåò íåêîòîðîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

x′µ = xµ

è íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì èëè òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, îáðàçó-

åò ãðóïïó, åñëè ãðóïïîâîå óìíîæåíèå îïðåäåëåíî êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîå âûïîëíåíèå äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîñêîëüêó êàæäîå ïðåîáðàçîâà-
íèå Ëîðåíöà îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ìàòðèöå Λ, óäîâëåòâîðÿþùåé (8) è
íàîáîðîò, òî ìîæíî ñêàçàòü ÷òî ãðóïïà Ëîðåíöà ýòî ãðóïïà ìàòðèö
Λ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (8), ãäå îïåðàöèÿ ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ îïðåäå-
ëåíà êàê óìíîæåíèå ìàòðèö. Îáðàòíûé ýëåìåíò, îòâå÷àþùèé ìàòðèöå
Λ ýòî ìàòðèöà Λ−1, åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû ýòî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
I. Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ëîðåíöà è
îáîçíà÷àåòñÿ O(3, 1) èëè L.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñòðóêòóðó ãðóïïû Ëîðåíöà. Èç ñîîòíî-
øåíèÿ (20) ñëåäóåò, ÷òî

det Λ = 1 ëèáî det Λ = −1.

Ââåäåì íåïðåðûâíóþ êðèâóþ íà ãðóïïå L êàê ìíîæåñòâî ìàòðèö Λ(τ),
óäîâëåòâîðÿþùèõ (8) è íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ âåùåñòâåííîãî ïàðàìåò-
ðà τ . Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå τ1 è τ2, ÷òî det Λ(τ1) = 1 è
det Λ(τ2) = −1. Òàê êàê det Λ(τ) åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ Λ è, çíà-
÷èò, íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ τ , òî ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå τ0, ëåæàùåå
ìåæäó τ2 è τ1, ÷òî det Λ(τ0) = 0. Íî ïî óñëîâèþ, äëÿ ëþáîé ìàòðèöû
Λ(τ) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (20). Âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå, ïîêàçûâà-
þùåå ÷òî íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ Λ(τ) ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè íå ñóùå-
ñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî ãðóïïà Ëîðåíöà ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà
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L+, L−, íàçûâàåìûå êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè. Åñëè Λ ∈ L+, òî det Λ > 0,
åñëè Λ ∈ L−, òî det Λ < 0. Ïðè ýòîì íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîé êðèâîé,
ñîåäèíÿþùåé ìàòðèöû èç ðàçíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî
åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû Ëîðåíöà ìàòðèöà I ∈ L+. ßñíî, ÷òî åñëè
Λ2,Λ1 ∈ L+, òî Λ2Λ1 ∈ L+ è åñëè Λ ∈ L+ òî è Λ−1 ∈ L+; 1 ∈ L+. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî L+ îáðàçóåò ãðóïïó, ÿâëÿþùóþñÿ ïîäãðóïïîé
ãðóïïû Ëîðåíöà. Ìíîæåñòâî L− íå îáðàçóåò ïîäãðóïïó, òàê êàê îíî íå
ñîäåðæèò åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà.

Ðàññìîòðè ñîîòíîøåíèå (5)

ηµνΛ
µ
αΛν

β = ηαβ

Ïîëîæèì çäåñü α = β = 0, η00 = 1, ïîëó÷èì

ηµνΛ
µ
0Λ

ν
0 = 1

Èëè
η00Λ

0
0Λ

0
0 + ηijΛ

i
0Λ

j
0 = 1

Èëè
Λ0

0Λ
0
0 − δijΛ

i
0Λ

j
0 = 1

Èëè

(Λ0
0)

2 = 1 +
3∑

i=1

(Λi
0)

2 (22)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (Λ0
0)

2 ≥ 1 ⇒ Λ0
0 > 0, ëèáî Λ0

0 < 0. Òàêèì îáðàçîì
âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ

signΛ0
0 = 1, ëèáî signΛ0

0 = −1 (23)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ signΛ0
0 ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì, òî íå ñóùåñòâóåò íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèè Λ0
0, ñâÿçûâàþùåé ìíîæåñòâî ìàòðèö Λ, ãäå Λ0

0 > 0, è
ìíîæåñòâî ìàòðèö Λ, ãäå Λ0

0 < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå èç ìíîæåñòâ
L± ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà èëè äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè,
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îáîçíà÷àåìûå L↑+, L
↓
+, L

↑
−, L

↓
−. Òàêèì îáðàçîì ãðóïïà Ëîðåíöà õàðàêòå-

ðèçóåòñÿ ÷åòûðüìÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè

Λ ∈ L↑+, det Λ = 1, signΛ0
0 = 1

Λ ∈ L↓+, det Λ = 1, signΛ0
0 = −1

Λ ∈ L↑−, det Λ = −1, signΛ0
0 = 1

Λ ∈ L↓−, det Λ = −1, signΛ0
0 = −1

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ. Âåêòîð Aµ íàçûâàåòñÿ âðåìåíèïîäîá-
íûì, åñëè AµAµ > 0, ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì, åñëè AµAµ < 0 è ñâå-
òîïîäîáíûì èëè èçîòðîïíûì, åñëè AµAµ = 0. Ïîñêîëüêó ïðè ïðåîáðà-
çîâàíèÿõ Ëîðåíöà A′µ = Λµ

νA
ν, ãäå A′µ ïîëó÷àåòñÿ èç Aµ ñ ïîìîùüþ

ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, òî ñâîéñòâî èíâàðèàíòíî âåêòîðà áûòü âðåìå-
íèïîäîáíûì, ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì èëè èçîòðîïíûì ÿâëÿåòñÿ èíâà-
ðèàíòíûì. Ïóñòü Aµ âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð è ïóñòü A0 > 0. Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî äàííûé âåêòîð íàïðàâëåí â áóäóùåå. Åñëè A0 < 0,
òî ãîâîðÿò ÷òî äàííûé âåêòîð íàïðàâëåí â ïðîøëîå. Ìîæíî ïîêàçàòü
ñëåäóþùåå, åñëè A′µ = Λµ

νA
ν è Aµ - âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð, òî

A0 > 0, Λ0
0 > 0 ⇒ A′0 > 0

A0 < 0, Λ0
0 > 0 ⇒ A′0 < 0

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå Λ0
0 > 0 èìååò èíâàðèàíòíûé ñìûñë, ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ñîõðàíÿåò íàïðàâëåííîñòü âðåìåíè-
ïîäîáíûõ âåêòîðîâ â áóäóùåå èëè ïðîøëîå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ëîðåíöà, äëÿ êîòîðûõ Λ0

0 > 0 íàçûâàþòñÿ îðòîõðîííûìè.
Ïðîäîëæèì îáñóæäåíèå ãðóïïû Ëîðåíöà L. Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî îíà

ñîäåðæèò ÷åòûðå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

L = L↑+ ∪ L
↓
+ ∪ L

↑
− ∪ L

↓
− (24)

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî L↑+ îáðàçóåò ãðóïïó. Î÷åâèäíî åäèíè÷íàÿ ìàò-
ðèöà I ∈ L↑+. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè Λ1

0
0 > 0,Λ2

0
0 > 0, òî

(Λ1Λ2)
0
0 > 0 è åñëè Λ0

0 > 0, òî (Λ−1)0
0 > 0. Äîêàæåì òîëüêî âòîðîå
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óòâåðæäåíèå, ïåðâîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Èç ñîîòíîøå-
íèÿ (5) ïîëó÷èì

ηµνΛ
µ
αΛν

β = ηαβ

Èëè
ηµνΛ

µ
αΛν

β(Λ
−1)β

γ = ηαβ(Λ
−1)β

γ

Èëè
ηµγΛ

µ
α = ηαβ(Λ

−1)β
γ

Èëè
ηµγΛ

µ
αη

ασ = (Λ−1)σ
γ

Ïîýòîìó
(Λ−1)0

0 = ηµ0Λ
µ
αη

α0 = Λ0
0 > 0

Òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî ìàòðèö L↑+ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé ãðóïïîé Ëîðåíöà è îáîçíà÷àåòñÿ SO(3, 1)↑.
Îáîçíà÷åíèå îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðóïïà ìàòðèö
Λ ñ îïðåäåëèòåëåì ðàâíûì åäèíèöå, ñîõðàíÿþùèõ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó
(1) ñ òðåìÿ îòðèöàòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è îäíèì ïîëî-
æèòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì è îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì Λ0

0 > 0.
Èíîãäà ãðóïïó L íàçûâàþò ðàñøèðåííîé ãðóïïîé Ëîðåíöà, à L↑+ ïðîñòî
ãðóïïîé Ëîðåíöà.

Îòìåòèì îñíîâíûå ñâîéñòâà äëÿ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ðàñ-
øèðåííîé ãðóïïû Ëîðåíöà. Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå (24). Ìîæíî ïîêà-
çàòü

1. Åñëè Λ̃ ∈ L↑−, òî Λ̃ = ΛPΛ, ãäå Λ ∈ L↑+ è ΛP åñòü ïðîñòðàíñòâåííîå
îòðàæåíèå.

2. Åñëè Λ̃ ∈ L↓−, òî Λ̃ = ΛTΛ, ãäå Λ ∈ L↑+ è ΛT åñòü îáðàùåíèå âðåìåíè.

3. Åñëè Λ̃ ∈ L↓+, òî Λ̃ = ΛPTΛ, ãäå Λ ∈ L↑+ è ΛPT åñòü ïîëíîå îòðàæå-
íèå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà - ýòî ëèáî ñîá-
ñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ëèáî ñîáñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ëîðåíöà, äîïîëíåííîå äèñêðåòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ΛP ,ΛT ,ΛPT .
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Íàéäåì áåñêîíå÷íî ìàëóþ ôîðìó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (7)
Çàïèøåì ìàòðèöó Λ â âèäå

Λµ
ν = δµ

ν + ωµ
ν, (25)

ãäå ωµ
ν ìàòðèöà ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ýëåìåíòàìè. Ìàòðèöå (25) îòâå-

÷àåò ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà

x′µ = xµ + ωµ
νx

ν (26)

Âûÿñíèì êàêèå óñëîâèÿ íà ωµ
ν, íàêëàäûâàåò áàçîâîå ñîîòíîøåíèåì (8).

Èìååì
(1 + ω)Tη(1 + ω) = η

Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ω ïîëó÷èì

η + ωTη + ηω = η

Èëè
ηω = −ωTη

Îòñþäà
ηµαω

α
ν = −(ωT )µ

αηαν

Òî åñòü
ωµν = −ωα

µηαν = −ωνµ (27)

Ìàòðèöà ωµ
ν â ñîîòíîøåíèè (25) ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íîé.

Ïðåîáðàçîâàíèå (26) ïðèíàäëåæèò ãðóïïå L↑+, äåéñòâèòåëüíî

Λ0
0 = δ0

0 + ω0
0 = 1 + ω0

0 > 0

det(1 + ω) = 1 + trω = 1 + ηµνωµν = 1

Ó÷òåíî ÷òî ω0
0 - áåñêîíå÷íî ìàëûé ïàðàìåòð. Î÷åâèäíî, ÷òî âåùåñòâåí-

íàÿ àíòèñèììåòðè÷íàÿ 4 × 4 ìàòðèöà èìååò â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî
ýëåìåíòà øåñòü íåçàâèñèìûõ âåùåñòâåííûõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó ãðóïïà
Ëîðåíöà ÿâëÿåòñÿ øåñòè ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé Ëè.
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5 Ãðóïïà Ïóàíêàðå

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê íåîäíîðîäíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà

x′µ = Λµ
νx

ν + aµ,

ãäå ìàòðèöà Λ óäîâëåòâîðÿåò áàçîâîìó ñîîòíîøåíèþ (8). Ìû âèäèì,
÷òî ïðîèçâîëüíîå íåîäíîðîäíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà çàäàåòñÿ ìàò-
ðèöåé Λ è âåêòîðîì aµ, áóäåì çàïèñûâàòü òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå êàê
(Λ, a). Ðàññìîòðèì äâà íåîäíîðîäíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (Λ1, a1)
è (Λ2, a2) è âûïîëíèì èõ ïîñëåäîâàòåëüíî îäíî çà äðóãèì. Ïîëó÷èì

x′α = Λ1
α

νx
ν + aα

1 , x′′µ = Λ2
µ
αx

′α + aµ
2

Îòñþäà

x′′µ = Λ2
µ
α(Λ1

α
νx

ν + aα
1 ) + aµ

2 = (Λ2Λ1)
µ
νx

ν + (Λ2a1)
µ + aµ

2 = Λµ
νx

ν + aµ,

(28)
ãäå Λµ

ν = (Λ2Λ1)
µ
ν, a

µ = (Λ2a1)
µ + aµ

2 . ßñíî, ÷òî a
µ - ýòî ïîñòîÿííûé 4-

âåêòîð, à Λ óäîâëåòâîðÿåò áàçîâîìó ñîîòíîøåíèþ (8), ïîñêîëüêó êàæäàÿ
èç ìàòðèö Λ1,Λ2 óäîâëåòâîðÿåò áàçîâîìó ñîîòíîøåíèþ. Ïîýòîìó ñîîòíî-
øåíèå (28) ñíîâà åñòü íåîäíîðîäíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà. Òî åñòü, ðå-
çóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ äâóõ íåîäíîðîäíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé Ëîðåíöà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà. Ìû áóäåì
çàïèñûâàòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî òàê

(Λ2, a2)(Λ1, a1) = (Λ2Λ1,Λ2a1 + a2) (29)

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ íåîäíîðîäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà
îáðàçóåò ãðóïïó, ãäå â êà÷åñòâå ãðóïïîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ èñïîëüçóåò-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå äâóõ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîñêîëüêó
êàæäîå íåîäíîðîäíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ìàò-
ðèöåé Λ è âåêòîðîì aµ è íàîáîðîò, òî ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî âåëè÷èí
(Λ, a) c çàêîíîì óìíîæåíèÿ (29) îáðàçóåò ãðóïïó. Îïðåäåëèì åäèíè÷íûé
ýëåìåíò êàê (I, 0) ãäå I åäèíè÷íàÿ 4× 4 ìàòðèöà. Òîãäà èç (29) ïîëó÷èì

(Λ, a)(I, 0) = (ΛI,Λ0 + a) = (Λ, a)

(I, 0)(Λ, a) = (IΛ, Ia+ 0) = (Λ, a)
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Òî åñòü (I, 0) äåéñòâèòåëüíî åäèíè÷íûé ýëåìåíò. Îïðåäåëèì ýëåìåíò îá-
ðàòíûé ê ýëåìåíòó (Λ, a) êàê (Λ, a)−1 = (Λ−1,−Λ−1a). Òîãäà ïîëó÷èì

(Λ, a)(Λ−1,−Λ−1a) = (ΛΛ−1,−ΛΛ−1a+ a) = (I, 0)

(Λ−1,−Λ−1a)(Λ, a) = (Λ−1Λ, Λ−1a− Λ−1a) = (I, 0)

Òî åñòü (Λ, a)−1 = (Λ−1,−Λ−1a) äåéñòâèòåëüíî îáðàòíûé ýëåìåíò, Òàêèì
îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå ãðóïïó âûïîëíåíû. Äàííàÿ ãðóïïà
íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíîé ãðóïïîé Ëîðåíöà èëè ãðóïïîé Ïóàíêàðå. Ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü åå P .

Ãðóïïà Ïóàíêàðå èìååò äâå î÷åâèäíûå ïîäãðóïïû. Îäíó èç íèõ ôîð-
ìèðóþò ýëåìåíòû âèäà (I, 0), îñóùåñòâëÿþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

x′µ = xµ + aµ (30)

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ñîãëàñíî (29) åñòü

(I, a2)(I, a1) = (I, a1 + a2)

Çäåñü åäèíè÷íûé ýëåìåíò - ýòî (I, 0), ýëåìåíò îáðàòíûé ê ýëåìåí-
òó (I, a) åñòü (I,−a). Ýòà ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé òðàíñëÿöèé,
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ (30) íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûìè òðàíñëÿöèÿìè. Äðóãàÿ ïîäãðóïïà ôîðìèðóåòñÿ ýëåìåíòàìè
(Λ, 0) è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðóïïó Ëîðåíöà.

Ïîñêîëüêó ãðóïïà Ëîðåíöà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
L+

↑, L+
↓, L−

↑, L−
↓, òî è ãðóïïà Ïóàíêàðå ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò

ñâÿçíîñòè P+
↑, P+

↓, P−↑, P−↓. Ïðè ýòîì òîëüêî ìíîæåñòâî P+
↑ ñîäåð-

æèò åäèíè÷íûé ýëåìåíò (I, 0), ïîýòîìó èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
òîëüêî ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû Ïóàíêàðå. Äàííàÿ
ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé ãðóïïîé Ïóàíêàðå.

Ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ìàòðè÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå.
Êàæäîìó ýëåìåíòó (Λ, a) ìîæíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü 5 × 5
ìàòðèöó (

Λµ
ν aµ

0 1

)
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Ïðè ýòîì(
Λ2

µ
α aµ

2
0 1

) (
Λ1

α
ν aα

1
0 1

)
=

(
(Λ2Λ1)

µ
ν (Λ2a1)

µ + aµ
2

0 1

)
÷òî â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò (29).

Ðàññìîòðèì åùå áåñêîíå÷íî ìàëîå íåîäíîðîäíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ëîðåíöà. Îíî ïîëó÷àåòñÿ â ñëó÷àå êîãäà Λ = I + ω ãäå ωµ

ν è a
µ - áåñêî-

íå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû. Òîãäà

x′µ = xµ + ωµ
νx

ν + aµ,

ãäå ωµν = −ωνµ. Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ â îêðåñòíîñòè åäè-
íè÷íîãî ýëåìåíòà äåñÿòüþ íåçàâèñèìûìè âåùåñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè.
Ïîýòîìó ãðóïïà Ïóàíêàðå - ýòî äåñÿòè ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Ëè.

6 Àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ïóàíêàðå

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ïðîèçâîëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå èç ãðóïïû
Ïóàíêàðå çàäàåòñÿ íàáîðîì (Λ, a), ãäå ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè
Λµ

ν óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ΛTηΛ = η è aµ - ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé
âåêòîð.Çàêîí óìíîæåíèÿ â ãðóïïå Ïóàíêàðå èìååò âèä

(Λ, a)(Λ′, a′) = (ΛΛ′,Λa′ + a)

Áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðåîáðàçîâàíèå èç ãðóïïû Ïóàíêàðå õàðàêòåðèçóåòñÿ
áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïàðàìåòðàìè ωµ

ν è aµ, ïðè÷åì Λµ
ν = δµ

ν + ωµ
ν è

ωµν = −ωνµ.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå.

Ïóñòü U(Λ, a) - îïåðàòîð òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå
ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû è çàêîí óìíîæåíèÿ â ãðóïïå Ïóàíêàðå ïîëó÷èì

U(Λ, a)U(Λ′, a′) = U((Λ, a)(Λ′, a′)) = U(ΛΛ′,Λa′ + a) (31)

Ðàññìîòðèì î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå (I, a)(Λ, 0) = (Λ, a). Òîãäà

U(Λ, a) = U((I, a)(Λ, 0)) = U(I, a)U(Λ, 0) (32)
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Îáîçíà÷èì

U(Λ, 0) = U(Λ) (33)

U(I, a) = U(a) (34)

Òîãäà èç (32) áóäåì èìåòü

U(Λ, a) = U(a)U(Λ) (35)

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèå (35) â ñîîòíîøåíèå (31) ïîëó÷èì

U(a)U(Λ)U(a′)U(Λ′) = U(a+ Λa′)U(ΛΛ′) (36)

ýòî åñòü îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå, äëÿ ââîäà êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé
â àëãåáðå Ëè ãðóïïû Ïóàíêàðå.

Ñîãëàñíî (33), îïåðàòîð U(Λ) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ïîäãðóïïû
ýëåìåíòîâ âèäà (Λ, 0) â ãðóïïå Ïóàíêàðå, òî åñòü ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû
Ëîðåíöà ïðåîáðàçîâàíèé x′µ = Λµ

νx
ν. Â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåí-

òà Λµ
ν = δµ

ν + ωµ
ν, ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëè

ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè åå àëãåáðû Ëè, çàïèøåì

U(Λ) = e
i
2ωµνJµν (37)

Îïåðàòîð Jµν ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåíåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà,
íàçûâàåìûé òàêæå ãåíåðàòîðîì Ëîðåíöîâñêèõ âðàùåíèé. Ïîñêîëüêó
ωµν = −ωνµ, òî Jµν = −Jνµ.

Ñîãëàñíî (34) îïåðàòîð U(a) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ïîäãðóïïû ýëå-
ìåíòîâ âèäà (I, a) â ãðóïïå Ïóàíêàðå, òî åñòü òðàíñëÿöèé x′µ = xµ + aµ.
Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëè ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè åå àëãåá-
ðû Ëè, çàïèøåì

U(a) = eiaµPµ (38)

Îïåðàòîð Pµ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåíåðàòîð òðàíñëÿöèé.
Òàêèì îáðàçîì ïðîèçâîëüíîå óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû

Ïóàíêàðå äàåòñÿ îïåðàòîðîì

U(Λ, a) = eiaµPµe
i
2ωµνJµν (39)
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Ýòîò îïåðàòîð çàäàåòñÿ äåñÿòüþ ïàðàìåòðàìè aµ, ωµ êàê è äîëæíî
áûòü äëÿ äåñÿòèïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû Ïóàíêàðå. Íàøà öåëü ñîñòîèò
â íàõîæäåíèè êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ Pµ , Jµν.
Äëÿ ýòîãî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îñíîâíîå ðàâåíñòâî (36).

a. Ïîäñòàâèì â ñîîòíîøåíèè (36) Λ = Λ′ = I, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ωµν =
ω′µν = 0. Â ýòîì ñëó÷àå U(Λ) = U(Λ′) = 1, ãäå 1 - åäèíè÷íûé îïåðàòîð.
Òîãäà (36) ïðèìåò âèä

U(a)U(a′) = U(a+ a′) (40)

ó÷èòûâàÿ ÿâíûé âèä U(a) (38) çàïèøåì

eiaµPµeia′µPµ = ei(aµ+a′µ)Pµ (41)

Ïóñòü ïàðàìåòðû aµ è a′µ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè. Òîãäà âî âòîðîì
ïîðÿäêå èç (41) áóäåì èìåòü

(1 + iaµPµ −
1

2
aµaνPµPν)(1 + ia′µPµ −

1

2
a′µa′νPµPν) =

= 1 + i(aµ + a′µ)Pµ −
1

2
(aµ + a′µ)(aν + a′ν)PµPν

Èëè

1 + i(aµ + a′µ)Pµ − aµa′νPµPν −
1

2
aµaνPµPν −

1

2
a′µa′νPµPν =

1 + i(aµ + a′µ)− 1

2
aµaνPµPν −

1

2
a′µa′νPµPν −

1

2
(aµa′ν + a′µaν)PµPν

Îòñþäà

aµa′νPµPν =
1

2
aµa′ν(PµPν + PνPµ)

Ñëåäîâàòåëüíî
[Pµ, Pν] = 0 (42)

b. Ïîëîæèì â ðàâåíñòâå (36) aµ = 0, ó÷òåì, ÷òî U(0) = 1. Òîãäà ýòî
ðàâåíñòâî ïðèìåò âèä

U(Λ)U(a′)U(Λ′) = U(Λa′)U(ΛΛ′) (43)
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Ïîëîæèì Λ′ = Λ−1 è ó÷òåì, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû U(Λ−1) = U−1(Λ). Òîãäà ñîîòíîøåíèå èç (43) íàõîäèì

U(Λ)U(a′)U−1(Λ) = U(Λa′)

èëè
eia′µU(Λ)PµU−1(Λ) = eiΛµ

νa′νPµ = eia′µΛν
µPν

Îòñþäà
U(Λ)PµU

−1(Λ) = Λν
µPν (44)

Îáîçíà÷èì P ′
µ = U(Λ)PµU

−1(Λ). Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (44)

P ′
µ = Λν

µPν

Òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèå P ′
µ = U(Λ)PµU

−1(Λ) èíäóöèðóåò ïðåîáðàçîâàíèå
ãåíåðàòîðà Pµ êàê êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé
Ëîðåíöà.

Çàïèøåì áåñêîíå÷íî-ìàëóþ ôîðìó ñîîòíîøåíèÿ (44)

(1 +
i

2
ωλσJλσ)Pµ(1−

i

2
ωλσJλσ) = Pµ + ων

µPν

èëè

Pµ +
i

2
ωλσ[Jλσ, Pµ] = Pµ +

i

2
ωλσ(ηµσPλ − ηµλPσ)

Îòñþäà ñëåäóåò
[Pµ, Jλσ] = i(ηµσPλ − ηµλPσ) (45)

c. Ïîëîæèì â ðàâåíñòâå (36) aµ = a′µ = 0. Òîãäà ýòî ðàâåíñòâî ïðèìåò
âèä

U(Λ)U(Λ′) = U(ΛΛ′) (46)

Îòñþäà
U(Λ)U(Λ′)U(Λ′′) = U(ΛΛ′)U(Λ′′) = U(ΛΛ′Λ′′) (47)

Ïîëîæèì çäåñü Λ′′ = Λ−1. Ñëåäîâàòåëüíî

U(Λ)U(Λ′)U−1(Λ) = U(ΛΛ′Λ−1) (48)
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Â ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (48) èìååì

U(Λ)U(Λ′)U−1(Λ) = U(Λ)e
i
2ω′µνJµνU−1(Λ) = e

i
2ω′µνU(Λ)JµνU−1(Λ)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (48). Ïóñòü Λ′µ
ν = δµ

ν +
ω′µν. Òîãäà

(ΛΛ′Λ−1)λ
σ = δλ

σ + Λλ
µω

′µ
τ(Λ

−1)τ
σ =

= δλ
σ + Λλ

µω
′µνηντησρΛ

ρ
κη

κτ =

= δλ
σ +

1

2
ω′µν(Λλ

µησρΛ
ρ
ν − Λλ

νησρΛ
ρ
µ)

Ïîýòîìó, åñëè çàïèñàòü (ΛΛ′Λ−1)λ
σ = δλ

σ + ω′′λσ, òî

ω′′λσ =
1

2
ω′µν(Λλ

µησρΛ
ρ
ν − Λλ

νησρΛ
ρ
µ)

Ñëåäîâàòåëüíî

U(ΛΛ′Λ−1) = e
i
2ω′′λσJλσ = e

i
2ω′µνΛλ

µΛσ
νJλσ (49)

Â èòîãå èìååì ðàâåíñòâî

e
i
2ω′µνU(Λ)JµνU−1(Λ) = e

i
2ω′µνΛλ

µΛσ
νJλσ

Îòñþäà
U(Λ)JµνU

−1(Λ) = Λλ
µΛ

σ
νJλσ (50)

Òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèå J ′µν = U(Λ)JµνU
−1(Λ) èíäóöèðóåò ïðåîáðàçîâà-

íèå ãåíåðàòîðà Jµν êàê êîâàðèàíòíîãî òåíçîðà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçî-
âàíèé Ëîðåíöà.

Çàïèøåì áåñêîíå÷íî ìàëóþ ôîðìó ïðåîáðàçîâàíèé (48), ïîëàãàÿ
Λ′µ

ν = δµ
ν + ω′µν. Òîãäà èìååì

(1 +
i

2
ωλσJλσ)Jµν(1−

i

2
ωλσJλσ) = (δλ

µ + ωλ
µ)(δ

σ
ν + ωσ

ν)Jλσ

èëè

Jµν +
i

2
ωλσJλσJµν −

i

2
ωλσJµνJλσ = Jµν + ωλ

µJλν + ωσ
νJµσ
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èëè
i

2
ωλσ[Jλσ, Jµν] = ωλσησµJλν + ωσληλνJµσ =

=
1

2
ωλσ(ησµJλν + ησνJµλ − ηλµJσν − ηλνJµσ)

Îòñþäà
[Jµν, Jλσ] = i(ηµλJνσ + ηνσJµλ − ηµσJνλ − ηνλJµσ) (51)

Òàêèì îáðàçîì ìû íàøëè âñå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæ-
äó ãåíåðàòîðàìè òðàíñëÿöèé Pµ è ãåíåðàòîðàìè ëîðåíöåâñêèõ âðàùå-
íèé Jµν. Îíè äàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (42), (45), (51). Î÷åâèäíî, ÷òî àë-
ãåáðà Ëè ãðóïïû òðàíñëÿöèé åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé àëãåáðû Ëè ãðóï-
ïû Ïóàíêàðå. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãåíåðàòîðû åñòü Pµ, èõ êîììóòàöèîí-
íûå ñîîòíîøåíèÿ äàþòñÿ ðàâåíñòâîì (42). Òî÷íî òàêæå, àëãåáðà Ëè
ãðóïïû Ëîðåíöà åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé àëãåáðû Ëè ãðóïïû Ïóàíêàðå.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ãåíåðàòîðû åñòü Jµν , èõ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøå-
íèÿ äàþòñÿ ðàâåíñòâîì (51).

7 Îïåðàòîðû Êàçèìèðà äëÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå.

Ãðóïïà Ïóàíêàðå èìååò äâà îïåðàòîðà Êàçèìèðà. Îäèí èç íèõ ÿâëÿ-
åòñÿ êâàäðàòè÷íûì è ñòðîèòñÿ èç ãåíåðàòîðîâ òðàíñëÿöèé

C1 = P µPµ. (52)

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð C1 êîììóòèðóåò ñî âñåìè ãåíåðàòîðàìè ãðóïïû
Ïóàíêàðå. Ñîîòíîøåíèå

[C1, Pµ] = 0 (53)

ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (42).
Ðàññìîòðèì

[C1, Jλσ] = P µ[Pµ, Jλσ] + [Pµ, Jλσ]P
µ =

= i(ηµσP
µPλ − ηµλP

µPσ + ηµσPλP
µ − ηµλPσP

µ) =

= i(PσPλ − PλPσ + PλPσ − PσPλ) = 0 (54)
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Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (45). Èòàê, îïåðà-
òîð C1 (52) - ýòî îïåðàòîð Êàçèìèðà.

Âòîðîé îïåðàòîð Êàçèìèðà ñòðîèòñÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå. Ââåäåì îïå-
ðàòîð

Wµ =
1

2
εµνλσP

νJλσ =
1

2
εµνλσJ

λσP ν, (55)

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì Ïàóëè - Ëþáàíüñêîãî. Çäåñü εµνλσ - àáñî-
ëþòíî àíòèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷íûé òåíçîð. Îòìåòèì ïîëåçíûå ñâîé-
ñòâà îïåðàòîðà (55)

a.

P µWµ =
1

2
εµνλσP

µP νJλσ = 0 (56)

b.

[P µ,Wν] =
1

2
ενρλσ[P

µ, P ρJλσ] =

=
1

2
ενρλσP

ρ[P µ, Jλσ] =
i

2
ενρλσP

ρ(ηµσP λ − ηµλP σ) =

= iε µ
νρλ P

ρP λ = 0 (57)

c.

[Jµν,Wτ ] =
1

2
ε ρλσ
τ [Jµν, PρJλσ] =

=
1

2
ε ρλσ
τ ([Jµν, Pρ]Jλσ + Pρ[Jµν, Jλσ]) =

=
i

2
ε ρλσ
τ (−ηρνPµJλσ + ηρµPνJλσ+

+ηµλPρJνσ + ηνσPρJµλ − ηµσPρJνλ − ηνλPρJµσ) =

=
i

2
(−ε λσ

τν PµJλσ + ε λσ
τµ PνJλσ−

−2ε λσ
τµ PλJνσ + 2ε λσ

τν PλJµσ) =

=
i

2
(ε λσ

τµ (PνJλσ − 2PλJνσ)−

−ε λσ
τν (PµJλσ − 2PλJµσ)) =
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=
i

2
(ε λσ

τµ (PνJλσ − PλJνσ + PσJνλ)−

−ε λσ
τν (PµJλσ − PλJµσ + PσJµλ)) =

=
i

2
(ετµλσηνρ − ετµρσηνλ − ετµλρηνσ−

−ετνλσηµρ + ετνρσηµλ + ετνλρηµσ)P
[ρJλσ] (58)

ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò àíòèñèììåòðèçàöèþ ïî ñîîòâåòñòâó-
þùèì èíäåêñàì.

Ðàññìîòðèì îïðåäåëåíèå âåêòîðà Ïàóëè - Ëþáàíüñêîãî Wω (55).
Îòñþäà ïîëó÷èì

Wωε
ωρλσ =

1

2
εωρλσεωµνκP

[µJνκ] =

= −1

2
(δρ

ωδ
λ
ν δ

σ
κ − δρ

ωδ
λ
κδ

σ
ν − δλ

ωδ
ρ
νδ

σ
κ+

+δλ
ωδ

ρ
κδ

σ
ν + δσ

ωδ
ρ
νδ

λ
κ − δσ

ωδ
ρ
κδ

λ
ν )P [µJνκ] =

= −3P [ρJλσ] (59)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òîæäåñòâî

εωρλσεωµνκ = −det

δρ
µ δρ

ν δρ
κ

δλ
µ δλ

ν δλ
κ

δσ
µ δσ

ν δσ
κ

 (60)

Ñëåäîâàòåëüíî

P [ρJλσ] = −1

3
Wωε

ωρλσ (61)

Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèå (61) â ñîîòíîøåíèå (58), ïîëó÷èì

[Jµν,Wτ ] = − i
6
εωρλσ(ετµλσηνρ − ετµρσηνλ

−ετµλρηνσ − (µ↔ ν))Wω (62)

Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî (60) èç êîòîðîãî ñëåäóåò

εωρλσετµλσ = −2det

(
δω
τ δω

µ

δρ
τ δρ

µ

)
(63)
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Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî â ñîîòíîøåíèè (62) áóäåì èìåòü

[Jµν,Wτ ] =
i

3
3(ηνρ(δ

ω
τ δ

ρ
µ − δω

µδ
ρ
τ )− ηµρ(δ

ω
τ δ

ρ
ν − δω

ν δ
ρ
τ ))Wω =

= i(ηµνWτ − ηντWµ − ηµνWτ + ηµτWν)

Òî åñòü
[Jµν,Wτ ] = i(ηµτWν − ηντWµ) (64)

d.

[Wµ,Wν] =
1

2
ενλρσ[Wµ, P

λJρσ] =

=
1

2
ενλρσP

λ[Wµ, J
ρσ] =

= − i
2
ενλρσP

λ(δρ
µW

σ − δσ
µW

ρ) = −iεµνλσP
λW σ

Ïîêàæåì òåïåðü, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå òîæäåñòâà , ÷òî îïåðàòîð

C2 = W µWµ (65)

ýòî îïåðàòîð Êàçèìèðà. Äëÿ ýòîãî íàäî äîêàçàòü òîæäåñòâà [C2, Pµ] = 0
è [C2, Jµν] = 0. Ïåðâîå èç ýòèõ òîæäåñòâ åñòü òðèâèàëüíîå ñëåäñòâèå
ñîîòíîøåíèÿ (57). Ðàññìîòðèì

[C2, Jµν] = [W τWτ , Jµν] = W τ [Wτ , Jµν] + [Wτ , Jµν]W
τ =

= −i(ηµτW
τWν − ηντW

τWµ + ηµτWνW
τ − ηντWµW

τ) =

= −i(WµWν −WνWµ +WνWµ −WµWν) = 0 (66)

Òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð C2 (65) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Êàçèìèðà.

8 Íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ñîáñòâåííîé ãðóïïû
Ëîðåíöà

8.1 Òåíçîðíîå ïðåäñòàâëåíèå

Íà÷íåì ñ õîðîøî èçâåñòíûõ ïîíÿòèé. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñèñòåìû
êîîðäèíàò, ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà

x′µ = Λµ
νx

ν,
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ãäå ìàòðèöà Λ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ΛTηΛ = η. Áóäåì íàçûâàòü òàêèå
ñèñòåìû êîîðäèíàò äîïóñòèìûìè.

Ïóñòü â íåêîòîðîé äîïóñòèìîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (xµ) çàäàí íàáîð
4m+n ÷èñåë tµ1...µm

ν1...νn
è ïóñòü â ëþáîé äðóãîé äîïóñòèìîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò (x′µ) çàäàí íàáîð 4m+n ÷èñåë t′µ1...µm
ν1...νn

. Åñëè ýòè íàáîðû ñâÿçàíû
äðóã ñ äðóãîì ñëåäóþùèì îáðàçîì

t′µ1...µm
ν1...νn

(x′) =
∂x′µ1

∂x′α1
. . .

∂x′µm

∂x′αm

∂x′β1

∂x′ν1
. . .

∂x′βn

∂x′νn
tα1...αm

β1...βn
, (67)

òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàí òåíçîð ðàíãà m+n. ×èñëà tµ1...µm
ν1...νn

íàçûâàþòñÿ
êîìïîíåíòàìè òåíçîðà â ñèñòåìå êîîðäèíàò (xµ). Âåðõíèå èíäåêñû íàçû-
âàþòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûìè, íèæíèå êîâàðèàíòíûìè.

Ñîîòíîøåíèå (67) îïðåäåëÿåò òåíçîð â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî. Òåíçîð, çàäàííûé â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà
Ìèíêîâñêîãî èëè â êàêîé-íèáóäü åãî îáëàñòè íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì ïî-
ëåì.

Ïîñêîëüêó â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî çàäàíà ìåòðèêà ηµν, ïîçâîëÿ-
þùàÿ ïîäíèìàòü è îïóñêàòü èíäåêñû, òî â ïðèíöèïå ìîæíî íå ðàçëè÷àòü
êîíòðàâàðèàíòíûå è êîâàðèàíòíûå èíäåêñàì è ãîâîðèòü ïðîñòî î òåíçîðå
ðàíãà m+ n . Îäíàêî, êîíå÷íî ïðè ïðîâåäåíèè êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèé
íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà ïîëîæåíèåì èíäåêñîâ.

Òåíçîð íóëåâîãî ðàíãà íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðîì. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿ-
þùåå ñîîòíîøåíèå (67) âûãëÿäèò òàê:

ϕ′(Λx) = ϕ(x) (68)

Òåíçîð ñ êîìïîíåíòàìè tµ(x) íàçûâàåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì âåêòî-
ðîì. Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (67) èìååò â ýòîì ñëó÷àå âèä

t′µ(Λx) =
∂x′µ

∂xν
tν(x).

Íî ∂x′µ

∂xν = Λµ
ν. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

t′µ(Λx) = Λµ
νt

ν(x) . (69)
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Òåíçîð ñ êîìïîíåíòàìè tµ íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíûì âåêòîðîì.
Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (67) â ýòîì ñëó÷àå åñòü

t′µ(Λx) =
∂xν

∂x′µ
tν(x) .

Íàéäåì ∂xν

∂x′µ . Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî

∂x′α

∂xµ

∂xµ

∂x′ν
=
∂x′α

∂x′ν
= δα

ν ,

Îòñþäà

Λα
µ
∂xµ

∂x′ν
= δα

ν.

Èëè

(Λ−1)ρ
αΛα

µ︸ ︷︷ ︸
δρ
µ

∂xν

∂x′µ
= (Λ−1)ρ

αδ
α
ν

Ïîýòîìó
∂xρ

∂x′ν
= (Λ−1)ρ

ν = (Λ−1)T
ν
ρ

Ñëåäîâàòåëüíî çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

t′µ(Λx) = (Λ−1)T
µ
νtν(x) (70)

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ìåòðèêà ηµν ïîçâîëÿåò ïîäíèìàòü è îïóñêàòü
èíäåêñû. Òî åñòü åñëè çàäàíû êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû tµ, òî èì
ìîæíî ñîïîñòàâèòü êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû tµ = ηµνt

ν è íàîáîðîò,
åñëè çàäàíû êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû tµ, òî èì ìîæíî ñîïîñòàâèòü êî-
âàðèàíòíûå êîìïîíåíòû tµ = ηµνtν.

Â îáùåì ñëó÷àå òåíçîðà ðàíãà m+n ñîîòíîøåíèÿ (67) ïðèíèìàåò âèä

t′µ1...µm
ν1...νn

(Λx) =

= Λµ1
α1
...Λµm

αm
(Λ−1)T

ν1

β1...(Λ−1)T
νn

βn tα1...αm
β1...βn

(x) (71)
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Ñîîòíîøåíèå (71) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Êàæäîìó äîïóñòèìîìó ïðåîáðàçîâàíèþ êîîðäèíàò x′µ = Λµ

νx
ν, òî åñ-

ëè êàæäîé ìàòðèöå Λ, îñóùåñòâëÿþùåé ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà, îäíî-
çíà÷íî ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöà

Rµ1...µm
ν1...νn

(Λ) = Λµ1
α1
...Λµm

αm
(Λ−1)T

ν1

β1 . . . (Λ−1)T
νn

βn, (72)

äåéñòâóþùàÿ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå òåíçîðíûõ ïîëåé ðàíãà m + n.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

Λ −→ Λ⊗ Λ⊗ · · · ⊗ Λ︸ ︷︷ ︸
m

⊗ (Λ−1)T ⊗ · · · ⊗ (Λ−1)T︸ ︷︷ ︸
n

(73)

Ñèìâîë ⊗ îçíà÷àåò ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö. Òî åñòü, åñëè ìàòðèöà
Λ äåéñòâóåò â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ïî ïðàâèëó t′µ = Λµ

νt
ν,

òî ìàòðèöà Λ⊗ Λ äåéñòâóåò â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ âòîðîãî
ðàíãà ñ êîìïîíåíòàìè tµ1µ2 ïî ïðàâèëó t′µ1µ2 = Λµ1

ν1
Λµ2

ν2
tµν. Ìàòðèöà

(Λ−1)T ⊗ (Λ−1)T äåéñòâóåò â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ âòîðîãî
ðàíãà ñ êîìïîíåíòàìè tµν ïî ïðàâèëó t

′
µ1µ2

= (Λ−1)T
µ1

ν1(Λ−1)T
µ2

ν2tν1ν2

Íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (71) èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, ñî-
îòíîøåíèå (73), çàäàåò ãîìîìîðôèçì ãðóïïû Ëîðåíöà â ãðóïïó îïåðà-
òîðîâ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ ðàíãà m + n ñ êîìïîíåíòàìè
tµ1...µm

ν1...νn
. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîîòíîøåíèå (71) çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå

ãðóïïû Ëîðåíöà, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì ïðåäñòàâëåíèåì.
Ïîñòðîåííîå òåíçîðíîå ïðåäñòàâëåíèå â îáùåì ñëó÷àå ïðèâîäèìî.

Ïðîñòðàíñòâî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ îïå-
ðàöèé ñèììåòðèçàöèè, àíòèñèììåòðèçàöèè è âçÿòèÿ ñëåäà. Ìû ïîçäíåå
ðàññìîòðèì ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ, à ïîêà ðàçáåðåì îäèí ïðèìåð.

Ïóñòü tµ1µ2 êîìïîíåíòû òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà. Òîãäà

tµ1µ2 = t(µ1µ2) + t[µ1µ2] (74)

ãäå

t(µ1µ2) =
1

2
(tµ1µ2 + tµ2µ1) (75)

t[µ1µ2] =
1

2
(tµ1µ2 − tµ2µ1)
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Ïðè ýòîì

t(µ1µ2) = t(µ1µ2) (76)

t[µ1µ2] = −t[µ1µ2]

Êîìïîíåíòû t(µ1µ2) îïðåäåëÿþò ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, à
êîìïîíåíòû t[µ1µ2] îïðåäåëÿþò àíòèñèììåòðè÷íûé.

Îáîçíà÷èì ñëåä ðàññìàòðèâàåìîãî òåíçîðà êàê

t = ηµ1µ2
tµ1µ2

òîãäà

tµ1µ2 = t̃µ1µ2 +
1

4
ηµ1µ2t (77)

ãäå t̃µ1µ2 - êîìïîíåíòû áåññëåäîâîãî òåíçîðà, ηµ1µ2
t̃µ1µ2 = 0. ßñíî, ÷òî

t̃µ1µ2 = tµ1µ2 − 1

4
ηµ1µ2t

Ïîñêîëüêó ηµ1µ2
t[µ1µ2] = 0, òî t = ηµ1µ2

tµ1µ2 = ηµ1µ2
t(µ1µ2). Òàêèì îáðàçîì

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà èìååì ðàçëîæåíèå

tµ1µ2 = t̃µ1µ2 + t[µ1µ2] +
1

4
ηµ1µ2 t.

Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû t̃(µ1µ2), t̃[µ1µ2], t ïðåîáðàçóþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíèé Ëîðåíöà íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà è îïðåäåëÿþò òðè ïîä-
ïðîñòðàíñòâà íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ: ñèììåòðè÷íîå áåññëåäîâîå
ïðåäñòàâëåíèå, àíòèñèììåòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå è ñêàëÿðíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäîáíîå ðàññìîòðåíèå ìîæíî ïðîâåðèòü äëÿ òåíçîðà
ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà, îäíàêî áîëåå óäîáíî ýòî äåëàòü â äðóãèõ òåðìèíàõ.

Íàéäåì ÿâíûé âèä ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû Ëîðåíöà â ñêàëÿðíîì è âåê-
òîðíîì ïðåäñòàâëåíèÿõ. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî ìàëóþ ôîðìó ïðåîáðà-
çîâàíèé Ëîðåíöà

x′µ = xµ + ωµ
νx

ν

ωµν = −ωνµ
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Èç ñîîòíîøåíèÿ (68) èìååì

ϕ′(x+ ωx) = ϕ(x)

èëè
ϕ′(x) + ∂µϕ(x)ωµ

νx
ν = ϕ(x)

Îáîçíà÷èì δϕ(x) = ϕ′(x)− ϕ(x). Òîãäà

δϕ(x) = −∂µϕω
µ
νx

ν =

= −ωαβ(ηβνx
ν∂αϕ) =

= −1

2
ωαβ(ηβνx

ν∂αϕ− ηανx
ν∂βϕ) =

=
i

2
ωαβJαβϕ (78)

ãäå

Jαβ = i(ηβνx
ν∂α − ηανx

ν∂β) (79)

Îïåðàòîð Jαβ (79) íàçûâàåòñÿ ãåíåðàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà
â ñêàëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè. Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð Jαβ (79) óäîâëåòâîðÿåò êîììóòàöèîííûì ñîîòíî-
øåíèÿì (51).

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñîîòíîøåíèþ (69). Èìååì

t′µ(x+ ωx) = (δµ
ν + ωµ

ν)t
ν(x)

èëè
t′µ(x) + ∂νt

µων
ρx

ρ = tµ(x) + ωµ
νt

ν(x)

Îáîçíà÷èì δtµ(x) = t′µ(x)− tµ(x). Òîãäà

δtµ(x) = −∂νt
µωµ

ρx
ρ + ωµ

νt
ν =

= ωαβδµ
αηβνt

ν − ωαβ∂αt
µηβνx

ν =

=
i

2
ωαβ[i(ηβλx

λ∂α − ηαλx
λ∂β)δ

µ
νt

ν −

− i(δµ
αηβν − δµ

βηαν)t
ν] =

=
i

2
ωαβ(Jαβ)

µ
νt

ν (80)
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ãäå

(Jαβ)
µ
ν = (Lαβ)

µ
ν + (Sαβ)

µ
ν

(Lαβ)
µ
ν = iδµ

ν(ηβλx
λ∂α − ηαλx

λ∂β) (81)

(Sαβ)
µ
ν = i(δµ

βηαν − δµ
αηβν)

Îïåðàòîð (Jαβ)
µ
ν (81) íàçûâàåòñÿ ãåíåðàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà

â êîíòðàâàðèàíòíîì âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè. Íåïîñðåäñòâåííûì âû-
÷èñëåíèåì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîð (Jαβ)

µ
ν (81) óäîâëåòâîðÿåò

êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì (51).
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè â ÿâíîì âèäå ãåíåðàòî-

ðû ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà â ëþáîì òåíçîðíîì ïðåäñòàâëåíèè. Äàëåå
ìû ïîêàæåì, ÷òî ïî ìèìî òåíçîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïà Ëîðåíöà
îáëàäàåò è äðóãèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè áîëåå îáùåãî âèäà.

8.2 Ñîáñòâåííàÿ ãðóïïà Ëîðåíöà è ãðóïïà SL(2|C)

Ðàññìîòðèì ãðóïïó 2 × 2 ìàòðèö N c êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè è
îïðåäåëèòåëåì ðàâíûì åäèíèöå. Ýòà ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ SL(2|C). Ìû
ïîêàæåì, ÷òî ýòà ãðóïïà òåñíî ñâÿçàíà ñ ñîáñòâåííîé ãðóïïîé Ëîðåíöà
L+

↑. Áîëåå òî÷íî , ìû ïîêàæåì, ÷òî êàæäîé ìàòðèöå N ∈ SL(2|C) ñî-
îòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìàòðèöà Λ ∈ L+

↑ ïðè÷åì

Λ(N1N2) = Λ(N1)Λ(N2)

Λ(E) = I (82)

Çäåñü E - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 2×2. Ñîîòíîøåíèå (82) îçíà÷àåò, ÷òî ãðóï-
ïà L+

↑ åñòü ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SL(2|C). Êðîìå òîãî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
åñëè Λ(N1) = Λ(N2), òî N1 = ±N2, òî åñòü ðàññìàòðèâàåìîå ïðåäñòàâëå-
íèå ÿâëÿåòñÿ äâóçíà÷íûì. Êîíñòðóêöèÿ ìàòðèö Λ ñ óêàçàííûìè âûøå
ñâîéñòâàìè ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ øàãîâ:

a. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ýðìèòîâûõ 2 × 2 ìàòðèö X,
X+ = X (X+ = (X)∗)T . Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî âûáðàòü áàçèñ âèäà
σµ = (σ0, σi) ãäå

σ0 =

(
1 0
0 1

)
, σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ0 =

(
0 −i
i 0

)
, σ0 =

(
1 0
0 −1

)
(83)
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Ìàòðèöû σi, i = 1, 2, 3 íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè Ïàóëè. Î÷åâèäíî, ÷òî
âñå ìàòðèöû σµ ýðìèòîâû.

Ìàòðèöû (83) îáëàäàþò ïîëåçíûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå óñòàíàâëè-
âàþòñÿ ïðÿìîé ïðîâåðêîé.

σµ
2 = σ0

σ0σµ = σµσ0 = σµ

σiσj = σ0δij + iεijkσk (84)

trσ0 = 2,

trσi = 0

trσµσν = 2δµν

Çäåñü εijk - ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷íûé òåíçîð òðåòüåãî
ðàíãà. Ââåäåì òàêèå ìàòðèöû

σ̃µ = (σ0,−σi) (85)

òîãäà

trσ̃µσν = 2ηµν (86)

Ïóñòü X - ïðîèçâîëüíàÿ ýðìèòîâà 2 × 2 ìàòðèöà, êîòîðàÿ â áàçèñå
(83) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

X = xµσµ (87)

ãäå xµ - âåùåñòâåííûå ÷èñëà (â ñèëó ýðìèòîâîñòèX è σµ), êîòîðûå ìîæíî
àññîöèèðîâàòü ñ êîîðäèíàòàìè ñîáûòèé â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî. Èç
ñîîòíîøåíèé (86), (87) ñëåäóåò, ÷òî

xµ =
1

2
trσ̃µX (88)

b. Ïóñòü N ∈ SL(2|C), ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèö X âèäà

X ′ = NXN+ (89)
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Îòñþäà X ′+ = NX+N+ = NXN+ = X ′. Òî åñòü X ′ (89) - ýðìèòîâà
ìàòðèöà. Ïðè ýòîì

detX ′ = det NXN+ = detN detX detN+ = detX (90)

Ìàòðèöû X è X ′ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó (83)

X = xνσν, X ′ = x′µσµ (91)

Òîãäà

x′µ =
1

2
trσ̃µX ′ =

1

2
trσ̃µNxνσνN

+ =
1

2
trσ̃µNσνN

+xν

Îáîçíà÷èì

Λµ
ν(N) =

1

2
tr(σ̃µNσνN

+) (92)

Òîãäà

x′µ = Λµ
ν(N)xν (93)

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûãëÿäèò êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà, íî ÷òîáû ñäå-
ëàòü ýòî çàêëþ÷åíèå íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöû (92) óäîâëåòâîðÿþò
áàçîâîìó ñîîòíîøåíèþ ΛTηΛ = η.

c. Çàïèøåì ýëåìåíòû ìàòðèö (91) â ÿâíîì âèäå. Èñïîëüçóÿ âûðàæå-
íèÿ äëÿ ìàòðèö σµ (83) ïîëó÷èì

X =

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
(94)

Îòñþäà

detX = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = ηµνx
µxν (95)

Ìàòðèöà X ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû X (94) çàìåíîé xµ íà x′µ. Ïîýòîìó

detX ′ = ηµνx
′µx′ν (96)

Íî ñîãëàñíî (90) detX ′ = detX è çíà÷èò

ηµνx
′µx′ν = ηαβx

αxβ (97)
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d. Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèå (93) â (97), ïîëó÷èì

ΛT (N)ηΛ(N) = η (98)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìàòðèöà Λ(N), îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèåì (92),
îñóùåñòâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà è çíà÷èò ïðèíàäëåæèò ãðóï-
ïå Ëîðåíöà. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
ìàòðèöû X ïî áàçèñó σµ èìåþò ñìûñë êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå
Ìèíêîâñêîãî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî detΛ(N) = 1. Êðîìå òîãî, Λ0

0(N) =
1
2trσ̃

0Nσ0N
+ = 1

2trN0N
+ > 0 Ñëåäîâàòåëüíî ìàòðèöû Λµ

ν(N) (92) ïðè-
íàäëåæàò ñîáñòâåííîé ãðóïïå Ëîðåíöà, Λ(N) ∈ L+

↑.
e. Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå Λ(N1) = Λ(N2). Èëè, ñîãëàñíî (92)

trσ̃µN1σνN1
+ = trσ̃µN2σνN1

+

Îòñþäà N1 = ±N2. Äàííîé ìàòðèöå Λ(N) ñîîòâåòñòâóþò äâå ìàòðèöû
N ∈ SL(2|C).

Ðàññìîòðèì äâà ïîñëåäíèõ ïðåîáðàçîâàíèÿ (89)

X ′ = N1XN1
+

X ′′ = N2X
′N2

+ (99)

Èì ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå

X ′′ = (N2N1)X
′(N2N1)

+ (100)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü X = xµσµ, X
′ = x′µσµ è X

′′ >= x′′µσµ. Òîãäà èç
(99) ïîëó÷èì

x′α = Λαν(N1)x
ν

x′′µ = Λµα(N2)x
′α

è çíà÷èò

x′′µ = Λµ
α(N2)Λ

α
ν(N1)x

ν (101)

Íî èç (100)

x′′µ = Λµ
ν(N2N1)x

ν (102)
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Ïîýòîìó

Λµ
ν(N2N1) = Λµ

α(N2)Λ
α

ν(N1) (103)

Òàêèì îáðàçîì ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèöN ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå ìàò-
ðèö Λ(N)

Ïóñòü E - åäèíè÷íàÿ 2 × 2 ìàòðèöà. Òîãäà Λµ
ν(E) = 1

2trσ̃
µEσνE =

1
2trσ̃

µσν = δµ
ν. Òî åñòü åäèíè÷íîé ìàòðèöå èç SL(2|C) îòâå÷àåò åäèíè÷-

íûé ýëåìåíò ñîáñòâåííîé ãðóïïû Ëîðåíöà. Â èòîãå ìû âèäèì, ÷òî ìíî-
æåñòâî ìàòðèö Λµ

ν(N) (92) åñòü ïîäãðóïïà ñîáñòâåííîé ãðóïïû Ëîðåíöà.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ãðóïïà ñîâïàäàåò ñ L+

↑. Äëÿ ýòîãî íàäî ïîñ÷èòàòü ÷èñ-
ëî íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ â ãðóïïå ìàòðèö Λµ

ν(N). Êàæäàÿ êîìïëåêñ-
íàÿ 2×2 ìàòðèöà N èìååò ÷åòûðå êîìïëåêñíûõ ýëåìåíòà, òî åñòü çàäàåò-
ñÿ âîñåìüþ äåéñòâèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè. Óñëîâèå detN = 1 îçíà÷àåò
äâà äåéñòâèòåëüíûõ óñëîâèÿ Re det N = 1, Im det N = 0. Ïîýòîìó
ìàòðèöà N çàäàåòñÿ øåñòüþ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè è çíà÷èò ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà Λµ

ν(N) (92) çàâèñèò îò øåñòè äåéñòâèòåëüíûõ ïà-
ðàìåòðîâ. Ðàíåå ìû ïîêàçàëè, ÷òî êàæäàÿ ìàòðèöà èç ãðóïïû L+

↑ ïà-
ðàìåòðèçóåòñÿ øåñòüþ äåéñòâèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïîýòîìó ãðóïïà
ìàòðèö Λµ

ν(N) (92) ñîâïàäàåò ñ L+
↑. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîñòðîèëè ãîìî-

ìîðôèçì

Λ : SL(2|C) −→ L+
↑

N ∈ L+
↑ −→ Λµ

ν ∈ L+
↑

N1N2 ∈ SL(2|C) −→ Λµ
ν(N1N2) = Λµ

α(N1)Λ
α

ν(N2) ∈ L+
↑

Ìû âèäèì, ÷òî ñîáñòâåííàÿ ãðóïïà Ëîðåíöà íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ
ãðóïïîé SL(2|C) è ïîýòîìó èçó÷åíèå ãðóïïû SL(2|C) ïîçâîëÿåò áîëåå
ãëóáîêî ïîíÿòü ñâîéñòâà ãðóïïû Ëîðåíöà.

8.3 Ñïèíîðû

ÌàòðèöûN äåéñòâóþò â äâóìåðíîì êîìïëåêñíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ýëåìåíòàìè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ äâóõêîìïîíåíòíûå âåê-
òîðû ψ ≡ {ψa}; a = 1, 2. Ìàòðèöû N îñóùåñòâëÿþò ïðåîáðàçîâàíèÿ
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ýòèõ âåêòîðîâ ïî ïðàâèëó

ψ′a = Na
bψb (104)

Òàê êàê êàæäîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà Λ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ
ìàòðèöà N , òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (104) ýòî ïðåîáðàçî-
âàíèå äâóõêîìïàíåíòíîãî êîìïëåêñíîãî âåêòîðà ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ
Ëîðåíöà. Âåêòîðû ψ = {ψa}, ïðåîáðàçóþùååñÿ ñîãëàñíî (104) íàçû-
âàþòñÿ ëåâûìè èëè ëåâîñòîðîííèìè âåéëåâñêèìè ñïèíîðàìè. Èíäåêñû
a, b = 1, 2 íàçûâàþòñÿ ñïèíîðíûìè.

Ââåäåì ìàòðèöó ε = (εab) ñ êîìïîíåíòàìè

εab =

(
0 −1
1 0

)
(105)

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

fab = Na
cNb

dεcd = Na
1Nb

2ε12 +Na
2Nb

1ε21 = Na
2Nb

1 −Na
1Nb

2

Î÷åâèäíî, ÷òî f11 = f22 = 0 è f21 = −f12. Íàéäåì f12, èìååì f12 =
N1

2N2
1 − N1

1N2
2 = −detN = −1. Òî åñòü f12 = −1. Ñëåäîâàòåëüíî

fab = εab. Òàêèì îáðàçîì

εab = Na
cNb

dεcd = εab (106)

èëè

NεNT = ε (107)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöà ε ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðóï-
ïû SL(2|C).

Ââåäåì îáðàòíóþ ìàòðèöó ε−1 c ýëåìåíòàìè εab. Ïî îïðåäåëåíèþ
εacεcb = δa

b, εacε
cb = δa

b. Íå òðóäíî óâèäåòü, ÷òî

ε−1 =

(
0 1
−1 0

)
(108)

Èç (107) ïîëó÷àåì

ε−1 = NTε−1N (109)
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Òî åñòü ε−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðóïïû SL(2|C).
Ìàòðèöû εab, ε

ab èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïóñêàíèÿ è ïîäíèìàíèÿ ñïèíîð-
íûõ èíäåêñîâ

ψa = εabψb, ψa = εabψ
b (110)

Ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå ψ1
aψ2 a ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðóïïû SL(2|C)

è çíà÷èò ñîáñòâåííîé ãðóïïå Ëîðåíöà. Äåéñòâèòåëüíî

ψ′1
aψ′2 a = εabψ′1bψ

′
2 a = εabNb

dψ1dNa
cψ2c =

(NT )c
aε

abNb
dψ1dψ2c = εcdψ1dψ2c = ψa

1ψ2a

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ ëîðåíö-èíâàðèàíòîâ èç
äâóõêîìïîíåíòíûõ ñïèíîðîâ.

Ïóñòü N - ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà SL(2|C). Åé ñîîòâåòñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ìàòðèöà N ∗ ñ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè ýëåìåíòàìè, êîòîðûå
îáîçíà÷àþòñÿ êàê (N ∗)ȧ

ḃ; ȧ, ḃ = 1̇, 2̇. Ïðè ýòîì detN ∗ = (detN)∗ = 1.
Ìàòðèöà N ∗ äåéñòâóåò â äâóõìåðíîì êîìïëåêñíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ñ âåêòîðàìè ϕ = {ϕȧ} ïî ïðàâèëó

ϕ′ȧ = (N ∗)ȧ
ḃϕȧ (111)

Âåêòîðû ϕ = {ϕȧ}, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ñîãëàñíî (111), íàçûâàþòñÿ ïðà-
âûìè èëè ïðàâîñòîðîííèìè âåéëåâñêèìè ñïèíîðàìè. Èíäåêñû ȧ, ḃ íà-
çûâàþòñÿ ñïèíîðíûìè. Ñîîòíîøåíèå (111) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê çàêîí
ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò ïðàâîñòîðîííåãî ñïèíîðà ïðè ïðåîáðàçîâàíè-
ÿõ Ëîðåíöà.

Îïðåäåëèì ìàòðèöû

ε̃ = (εȧḃ), ε̃−1 = (εȧḃ) (112)

εȧḃ =

(
0 −1
1 0

)
, εȧḃ =

(
0 1
−1 0

)
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

εȧḃ = N ∗
ȧ

ċN ∗
ḃ
ḋεċḋ (113)

εȧḃ = N ∗
ċ

ȧN ∗
ḋ
ḃεċḋ
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöû ε̃, ε̃−1 ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ãðóïïû
SL(2|C) è èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîäíÿòèÿ è îïóñêàíèÿ èíäåêñîâ
ȧ, ḃ. Òî åñòü

ϕȧ = εȧḃϕḃ, ϕȧ = εȧḃϕ
ḃ (114)

Ïðè ýòîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ϕ′1ȧϕ
′
2
ȧ = ϕ1ȧϕ2

ȧ (115)

Çäåñü ϕ′1ȧ äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (111). Ñîîòíîøåíèå (115) ïîêàçûâàåò, ÷òî
âûðàæåíèå ϕ1ȧϕ2

ȧ ÿâëÿåòñÿ ëîðåíö-èíâàðèàíòîì.
Îáû÷íî ñïèíîðíûå èíäåêñû ȧ, ḃ, ċ, ... íàçûâàþòñÿ òî÷å÷íûìè, à èí-

äåêñû a, b, c... íåòî÷å÷íûìè.
Ïóñòü xµ - êîîðäèíàòà ñîáûòèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, ââåäåì

ìàòðèöû X = xµ σµ. Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî X ′ = NXN+, X ′ =
x′µ σµ , è x′µ = Λµ

ν(N)xν (ñì. ôîðìóëû (87),(89) è (93)). Òîãäà èìååì

Λµ
ν(N)xν σµ = NσνN

+ xν

Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè xµ ïîëó÷èì

Λµ
ν(N)σµ = NσνN

+

èëè
ΛT (N)ν

µσµ = NσνN
+

èëè

σµ = (ΛT (N)−1)µ
νNσνN

+ (116)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöû σµ îáðàçóåò èíâàðèàíòíûé
ìàòðè÷íûé âåêòîð.

Îáîçíà÷èì ýëåìåíò ìàòðèöû σµ êàê (σµ)aȧ. Ïîäíèìàÿ ñïèíîðíûå èí-
äåêñû ïîëó÷èì

(σµ)
aȧ = εabεȧḃ(σµ)bḃ ≡ (σ̃µ)

ȧa (117)
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Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî σ̃µ = (σ0,−σi), òî åñòü ìàòðèöû
(117) ñîâïàäàþò ñ ìàòðèöàìè (90), ââåäåííûå ðàíåå. Ìàòðèöû σµ, σ̃µ îá-
ëàäàþò áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïîëåçíûõ ñâîéñòâ, èç êîòîðûõ ìû îòìåòèì
ñëåäóþùèå

(σµσ̃ν + σνσ̃µ)a
b = 2ηµνδa

b ,

(σµσ̃ν + σνσ̃µ)ȧ
ḃ = 2ηµνδȧ

ḃ ,

tr σµσ̃ν = 2ηµν

σµ
aȧσ̃µ

bḃ = 2δa
bδȧ

ḃ . (118)

Ñîîòíîøåíèÿ (118) ïðîâåðÿþòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè.
Ìû âèäèì, ÷òî ñ ãðóïïîé Ëîðåíöà ñâÿçàíû ñëåäóþùèå èíâàðèàíòíûå

îáúåêòû ηµν , η
µν , εµνλσ , εab , ε

ab , εȧḃ , (σ
µ)aȧ , (σ

µ)ȧa, êîòîðûå èñïîëüçóþò-
ñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ àñïåêòîâ ðåëÿòèâèñòñêîé ñèììåòðèè â
òåîðèè ïîëÿ.

8.4 Ïðîñòðàíñòâî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
SL(2|C)

Ìû çàäàëè ãðóïïó SL(2|C) êàê ãðóïïó 2 × 2 êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ñ
îïðåäåëèòåëåì ðàâíûì åäèíèöå, äåéñòâóþùèõ â äâóìåðíîì êîìïëåêñíîì
ïðîñòðàíñòâå ïî ïðàâèëó ψ′a = Na

bψb. Ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö N1N2 îòâå-
÷àåò ïðåîáðàçîâàíèå ψ′a = Na

bNb
cψc. Â ðåçóëüòàòå ìû èìååì ïðåäñòàâ-

ëåíèå ãðóïïû SL(2|C), íàçûâàåìîå ôóíäàìåíòàëüíûì. Ñîîòíîøåíèÿ

N → N ∗ , ϕ′ȧ = (N ∗)ȧ
ḃϕḃ çàäàþò äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå, íàçûâàåìîå ñî-

ïðÿæåííûì.
Ïóñòü N ∈ SL(2|C), ñîïîñòàâèì ýòîé ìàòðèöå ìàòðèöó, äåéñòâóþùóþ

â 2(n+m) ìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå, ïî ïðàâèëó

Na
b → Na1

b1Na2

b2 . . . Nan

bn(N ∗)ȧ1

ḃ1 . . . (N ∗)ȧm

ḃm . (119)

Âåêòîð òàêîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà îáîçíà÷èì ψa1...anȧ1...ȧm
. Çàêîí

ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ψ′a1...anȧ1...ȧm
= Na1

b1Na2

b2 . . . Nan

bn(N ∗)ȧ1

ḃ1 . . . (N ∗)ȧm

ḃmψb1...bnḃ1...ḃm
. (120)
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Âåêòîð ψa1...anȧ1...ȧm
, ïðåîáðàçóþùèéñÿ ñîãëàñíî (120) íàçûâàåòñÿ ñïèí-

òåíçîðîì íåòî÷å÷íîãî ðàíãà n è òî÷å÷íîãî ðàíãà m. Ñîîòíîøåíèÿ (119)
è (120) çàäàþò ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SL(2|C) â ïðîñòðàíñòâå ñïèí-
òåíçîðîâ.

Ïðåäñòàâëåíèå, îïðåäåëåííîå âûøå, â îáùåì ñëó÷àå ïðèâîäèìî.
Ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà÷íåì ñ ïðî-
ñòûõ ïðèìåðîâ. Ðàññìîòðèì ñïèí-òåíçîð âèäà ψa1a2

è çàïèøåì åãî â âèäå
ñóììû ñèììåòðè÷íîé è àíòèñèììåòðè÷íîé ÷àñòåé.

ψa1a2
= ψ(a1a2) + ψ[a1a2].

Àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó

ψ[a1,a2] =

(
0 −ψ
ψ 0

)
= εabψ . (121)

Ïîýòîìó

ψa1a2
= ψ(a1a2) + ψεa1a2

. (122)

Âûÿñíèì êàê ïðåîáðàçóåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íàÿ è ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòè
ñïèí-òåíçîðà ψa1a2

. Èìååì

ψ′[a1a2] = N[a1

b1Na2]
b2ψb1b2

(123)

Èëè

ψ′εa1a2
= N[a1

b1Na2]
b2(ψ(b1b2) + εb1b2

ψ) (124)

Ðàññìîòðèì

N[a1

b1Na2]
b2ψ(b1b2) =

1

2
(Na1

b1Na2

b2 −Na2

b1Na1

b2)
1

2
(ψb1b2

+ ψb2b1
) =

=
1

4
(Na1

b1Na2

b2ψb1b2
+Na1

b1Na2

b2ψb2b1
−Na2

b1Na1

b2ψb1b2
−Na2

b1Na1

b2ψb2b1
) =

=
1

4
(Na1

b1Na2

b2 +Na1

b2Na2

b1 −Na2

b1Na1

b2 −Na2

b2Na1

b1)ψb1b2
= 0 (125)
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Äàëåå

N[a1

b1Na2]
b2εb1b2

=
1

2
(Na1

b1Na2

b2 −Na2

b1Na1

b2)εb1b2
=

=
1

2
(−Na1

1Na2

2 +Na1

2Na2

1 +Na2

1Na1

2 −Na2

2Na1

1) =

= −(Na1

1Na2

2 −Na1

2Na2

1) = εa1a2
(N1

1N2
2 −N1

2N2
1)︸ ︷︷ ︸

detN=1

= εa1a2
. (126)

Â èòîãå èìååì

ψ′ = ψ . (127)

Òî åñòü ψ íå ïðåîáðàçóåòñÿ. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðè÷íîé
÷àñòè

ψ′(a1a2) = N(a1

b1Na2)
b2ψb1b2

== N(a1

b1Na2)
b2(ψ(b1b2) + εb1b2

ψ) . (128)

Èìååì

1

2
(Na1

b1Na2
+Na2

b1Na1

b2)εb1b2
=

1

2
(−Na1

1Na2

2 +Na1

2Na2

1 −Na2

1Na1

2 +Na2

2Na1

1) = 0 . (129)

Ïîýòîìó

ψ′(a1a2) = N(a1

b1Na2)
b2ψ(b1b2) . (130)

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû ψ(a1a2) è ψ ñïèí-òåíçîðà ψa1a2
ïðåîáðàçóþòñÿ

íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ìû âèäèì, ÷òî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñïèí-
òåíçîðîâ ψa1a2

èìåþòñÿ èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SL(2|C) â ýòîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ïðè-
âîäèìî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå íà ñïèí-òåíçîðàõ ψ íåïðèâîäèìî,
ïîñêîëüêó îäíîìåðíîå. Ïðåäñòàâëåíèå íà ñèììåòðè÷íûõ ñïèí-òåíçîðàõ
ψ(a1a2) òàê æå íåïðèâîäèìî, ïîñêîëüêó åäèíñòâåííûé èíâàðèàíòíûé îáú-
åêò, êîòîðûé ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü äëÿ âûäåëåíèÿ èíâàðèàíòíî-
ãî ïîäïðîñòðàíñòâà ýòî εa1a2

, íî îí óæå èñïîëüçîâàí.

49



Ðàññìîòðèì ñïèí-òåíçîð âèäà ϕȧ1ȧ2
è ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ, àíàëî-

ãè÷íûå òåì, ÷òî ïðèâåëè ê (122). Ïîëó÷èì

ϕȧ1ȧ2
= ϕ(ȧ1ȧ2) + ϕ εȧ1ȧ2

. (131)

Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû ϕ è ϕ(ȧ1ȧ2) ïðåîáðàçóþòñÿ íåïðèâîäèìî.
Ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ ñïèí-òåíçîðîâ ψa1...anȧ1...ȧm

. Ïðîâåäåì ñèì-
ìåòðèçàöèè è àíòèñèììåòðèçàöèè ïî îòäåëüíîñòè òî÷å÷íûõ è íåòî÷å÷-
íûõ èíäåêñîâ. Êàæäàÿ àíòèñèììåòðèçàöèÿ ïàðû èíäåêñîâ ïîðîæäàåò
εaiaj

è εȧiȧj
óìíîæåííûå, íà ñïèí-òåíçîð íèçøåãî ðàíãà. Â êàæäîì òàêîì

òåíçîðå îïÿòü ïðîâåäåì ñèììåòðèçàöèþ è àíòèñèììåòðèçàöèþ íåòî÷å÷-
íûõ è òî÷å÷íûõ èíäåêñîâ è òàê äàëåå. Ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íûé ïî òî-
÷å÷íûì è íåòî÷å÷íûì èíäåêñàì ñïèí-òåíçîð ψ(a1...an)(ȧ1...ȧm) ïðåîáðàçóåò-
ñÿ ÷åðåç ñåáÿ è íå ìîæåò áûòü ñâåäåí ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíûõ òåíçî-
ðîâ ê ñïèí-òåíçîðó áîëåå ïðîñòîãî âèäà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåïðèâîäèìîå
êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SL(2|C) ðåàëèçóåòñÿ â ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå ñïèí-òåíçîðîâ âèäà ψ(a1...an)(ȧ1...ȧm). Ýòî ïðåäñòàâëåíèå îáî-
çíà÷àåòñÿ (n

2 ,
m
2 ). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åãî ðàçìåðíîñòü åñòü (n+1)(m+1)

ïðè äàííûõ n è m.

8.5 Ïåðåõîä îò ñïèíîðíûõ èíäåêñîâ ê
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûì è íàîáîðîò

Èíâàðèàíòíûå ìàòðè÷íûå âåêòîðû (σµ)aȧ è (σ̃µ)aȧ, èìåþùèå îäèí
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé èíäåêñ è ïàðó ñïèíîðíûõ èíäåêñîâ - òî÷å÷-
íûé è íåòî÷å÷íûé, ïîçâîëÿþò êîíâåðòèðîâàòü îäèí âåêòîðíûé èíäåêñ â
ïàðó ñïèíîðíûõ èíäåêñîâ è íàîáîðîò. Ïóñòü, íàïðèìåð, çàäàí âåêòîð ñ
êîìïîíåíòàìè tµ, åìó ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñïèí-òåíçîð taȧ ïî ïðàâèëó

taȧ = (σµ)aȧtµ . (132)

Îòñþäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷åòâåðòîãî èç òîæäåñòâ (118) ïîëó÷èì

tµ =
1

2
(σ̃µ)

ȧataȧ . (133)
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Çàìåòèì, ÷òî ñïèí-òåíçîð taȧ ñîîòâåòñòâóåò íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâ-
ëåíèþ (1

2 ,
1
2) ãðóïïû SL(2|C). Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (132) è (133), ñïèí-

òåíçîð taȧ ýêâèâàëåíòåí âåêòîðó tµ, òî ëîðåíöåâñêèé âåêòîð tµ ñîîòâåò-
ñòâóåò íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ (1

2 ,
1
2) ãðóïïû SL(2|C).

Ñîîòíîøåíèÿ (132) è (133) óêàçûâàþò îáùèé ñïîñîá êîíâåðòàöèè
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ èíäåêñîâ â ñïèíîðíûå è íàîáîðîò. Íàäî ïðè-
ìåíÿòü ïðàâèëî (132) ê êàæäîìó ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîìó èíäåêñó
è ïðàâèëî (133) ê êàæäîé ïàðå, ñîñòîÿùåé èç òî÷å÷íûõ è íåòî÷å÷íûõ
ñïèíîðíûõ èíäåêñîâ.

Ïóñòü çàäàí òåíçîð n-ãî ðàíãà tµ1... µn
. Åìó ñîîòâåòñòâóåò ñïèí-òåíçîð

òî÷å÷íîãî ðàíãà n è íåòî÷å÷íîãî ðàíãà n ñëåäóþùåãî âèäà:

ta1... anȧ1...ȧn
= (σµ1)a1ȧ1

. . . (σµn)anȧn
tµ1... µn

, (134)

Îòñþäà, ñîãëàñíî ïðàâèëó (133)ïîëó÷àåì

tµ1... µn
=

1

2n
(σ̃µ1

)ȧ1a1 . . . (σ̃µn
)ȧnanta1... anȧ1...ȧn

(135)

Ñîîòíîøåíèÿ (134),(135), ïîêàçûâàþò, ÷òî ñïèí-òåíçîð ñ ðàâíûì êîëè-
÷åñòâîì íåòî÷å÷íûõ è òî÷å÷íûõ èíäåêñîâ ýêâèâàëåíòåí íåêîòîðîìó ëî-
ðåíöåâñêîìó òåíçîðó. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ñïèí-òåíçîð ta1... anȧ1...ȧm

íå
ñâîäèòñÿ ïðè m 6= n íè ê êàêèì ÷èñòî ëîðåíöåâñêèì òåíçîðàì áåç äî-
ïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé.

Ïåðåõîä îò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ èíäåêñîâ ê ñïèíîðíûì ìîæåò
îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé òèïà
âûäåëåíèÿ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì
òåíçîð âòîðîãî ðàíãà tµν. Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñïèí-òåíçîð tabȧḃ

ïî ïðàâèëó (134)

tabȧḃ = (σµ)aȧ(σ
ν)bḃtµν , (136)

Ñïèí-òåíçîð tabȧḃ ðàçîáüåì íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ñ ïîìîùüþ
ñèììåòðèçàöèè è àíòèñèììåòðèçàöèè.

tabȧḃ = t(ab)(ȧḃ) + t(ab)[ȧḃ] + t[ab](ȧḃ) + t[ab][ȧḃ] =

= t(ab)(ȧḃ) + εȧḃt(ab) + εabt(ȧḃ) + εabεȧḃt , (137)
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Çäåñü

t(ab) = −1

2
εȧḃt(ab)[ȧḃ]

t(ȧḃ) = −1

2
εabt[ab](ȧḃ) , (138)

t =
1

4
εabεȧḃt[ab][ȧḃ] =

1

4
εabεȧḃtabȧḃ

Ïîýòîìó

tµν =
1

4
(σ̃µ)

ȧa(σ̃ν)
ḃbtabȧḃ =

=
1

4
(σ̃µ)

ȧa(σ̃ν)
ḃb(t(ab)(ȧḃ) + εȧḃt(ab) + εabt(ȧḃ) + εabεȧḃt)

Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ýòî âûðàæåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

tµν =
1

4
(σ̃µ)

ȧat(ab)(ȧḃ) +
1

2
(σµν)

abt(ab) −
1

2
(σ̃µν)ȧḃt

(ȧḃ) +
1

2
ηµνt , (139)

ãäå îáîçíà÷åíî

(σµν)a
b = −1

4
(σµσ̃ν − σνσ̃µ)

b
ȧ , (140)

(σ̃µν)
ȧ
ḃ = −1

4
(σ̃µσν − σ̃νσµ)

ȧ
ḃ

Ïðè ýòîì

σµν = −σνµ, σ̃µν = −σ̃νµ (141)

(σµν)
ab = (σµν)

ba, (σ̃µν)
ȧḃ = (σ̃µν)

ḃȧ

Ñîîòíîøåíèå (141) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî òåí-
çîðà âòîðîãî ðàíãà íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ïðîèçâîëüíûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ñîîòâåòñòâóåò ïðèâîäèìîìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ ãðóïïû SL(2|C), âêëþ÷àþùåìó ñëåäóþùèå íåïðèâîäèìûå
ïðåäñòàâëåíèÿ (1,1), (1,0), (0,1), (0,0). Ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëåíèå îòâå÷à-
åò ëîðåíöåâñêîìó ñêàëÿðó, òî åñòü òðèâèàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ N → 1
ãðóïïû SL(2|C).
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Ïóñòü òåíçîð tµν ñèììåòðè÷åí, tµν = tνµ. Ïîñêîëüêó ìàòðèöû σµν, σ̃µν

(140) àíòèñèììåòðè÷íû ïî µ, ν, òî èç (139) ñëåäóåò, ÷òî t(ab)=0, t
(ȧḃ)=0.

Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå

tµν =
1

4
(σ̃µ)

ȧa(σ̃ν)
ḃbt(ab)(ȧḃ) +

1

2
ηµνt (142)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå àâòîìàòè÷åñêè ñèììåòðè÷íî ïî
µ, ν. Ñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâîëüíûé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà
îòâå÷àåò ñóììå äâóõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé (1,1) è (0,0) ãðóïïû
SL(2|C). Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî ê ñèììåòðè÷íîñòè òåíçîð tµν ÿâëÿåòñÿ
áåññëåäîâûì, εµνtµν = 0, òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (142) ñëåäóåò, ÷òî t = 0.
Ïîýòîìó ñèììåòðè÷íûé áåññëåäîâûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ñîîòâåòñòâóåò
íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ (1,1) ãðóïïû SL(2|C).

Ïóñòü òåíçîð tµν àíòèñèììåòðè÷åí, tµν = −tνµ. Òîãäà èç (139) ñëåäóåò,
÷òî t(ab)(ȧḃ) = 0, t = 0. Ïîýòîìó

tµν =
1

2
(σµν)

abt(ab) −
1

2
(σ̃µν)(ȧḃ)t

(ȧḃ)

Òî åñòü, àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ñîîòâåòñòâóåò ñóììå
äâóõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé (1,0) è (0,1) ãðóïïû SL(2|C)

Ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìûé ñïèí-òåíçîð t(a1...an)(ȧ1...ȧn), îòâå÷àþùèé
ïðåäñòàâëåíèþ (n

2 ,
n
2 ). Åìó ñîîòâåòñòâóåò ëîðåíöåâñêèé òåíçîð

tµ1...µn
=

1

2
(σ̃µ1

)ȧ1a1 . . . (σ̃µn
)ȧnant(a1...an)(ȧ1...ȧn) (143)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (143) àâòîìàòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ñèì-
ìåòðè÷íà ïî èíäåêñàì µ1, µ2, . . . , µn. Ïîýòîìó tµ1...µn

(143) åñòü ïîëíîñòüþ
ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ðàíãà n, tµ1...µn

= t(µ1...µn). Ðàññìîòðèì

ηµ1µ2tµ1...µn
=

1

2n
ηµ1µ2(σ̃µ1

)ȧ1a1(σ̃µ2
)ȧ2a2(σ̃µ3

)ȧ3a3 . . . (σ̃µn
)ȧnant(a1...an)(ȧ1...ȧn)

Ïðåîáðàçóåì

ηµ1µ2(σ̃µ1
)ȧ1a1(σ̃µ2

)ȧ2a2 = (σµ)a1ȧ1(σµ)
a2ȧ2 =

= εa1c1εȧ1ċ1(σµ)c1ċ1
(σµ)

a2ȧ2 =

= εa1c1εȧ1ċ12δc1

a2δċ1

ȧ2 = 2εa1a2εȧ1ȧ2
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Ïîýòîìó

ηµ1µ2tµ1...µn
= 2

1

2n
ηµ1µ2(σ̃µ1

)ȧ1a1(σ̃µ2
)ȧ2a2(σ̃µ3

)ȧ3a3 . . .

. . . (σ̃µn
)ȧnant(a1...an)(ȧ1...ȧn) = 0 (144)

Ñëåäîâàòåëüíî ηµ1µ2tµ1...µn
= 0. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (143) çàäà-

åò ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íûé áåññëåäîâûé òåíçîð n-ãî ðàíãà. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íûé áåññëåäîâûé ëîðåíöåâñêèé òåíçîð
n-ãî ðàíãà ñîîòâåòñòâóåò íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ (n

2 ,
n
2 ) ãðóïïû

SL(2|C).
Ïî ïîñòðîåíèþ, ïðîèçâîëüíûé ñïèí-òåíçîð ψa1...anȧ1...ȧm

ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïëåêñíûì. Ðàññìîòðèì çàêîí åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

ψ′
a1...anḃ1...ḃm

= Na1

c1 . . . Nan

cn(N ∗)ḃ1

ḋ1 . . . (N ∗) ˙bm

˙dmψc1...cnḋ1...ḋm

Ñîâåðøèì êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

(ψ′
a1...anḃ1...ḃm

)∗ = Nb1

d1 . . . Nbm

dm(N ∗)ȧ1

ċ1 . . . (N ∗)ȧn

ċn(ψc1...cnḋ1...ḋm
)∗

Ìû âèäèì, ÷òî (ψ′
a1...anḃ1...ḃm

)∗ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ñïèí-òåíçîð ñ m íåòî÷å÷-
íûìè èíäåêñàìè è n òî÷å÷íûìè èíäåêñàìè. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

(ψa1...anḃ1...ḃm
)∗ = ψ̄b1...bmȧ1...ȧn

. (145)

Ãîâîðÿò, ÷òî ñïèí-òåíçîð ψ̄b1...bmȧ1...ȧn
(145) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿ-

æåííûì ê ñïèí-òåíçîðó ψa1...anḃ1...ḃm
.

Âûÿñíèì ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñïèí-òåíçîð ìîæåò áûòü âåùåñòâåííûì.
Â ýòîì ñëó÷àå îí äîëæåí ñîâïàäàòü ñî ñâîèì êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì,
òî åñòü äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

ψa1...anȧ1...ȧm
= ψ̄a1...amȧ1...ȧn

(146)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî m = n. Ïîýòîìó âåùåñòâåííûé ñïèí-òåíçîð äîëæåí
èìåòü ñòðóêòóðó ψa1...anȧ1...ȧn

. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëà òî÷å÷íûõ
è íåòî÷å÷íûõ èíäåêñîâ ñîâïàäàþò, òî âåùåñòâåííûé ñïèí-òåíçîð âñåãäà
ìîæåò áûòü êîíâåðòèðîâàí â ëîðåíöåâñêèé òåíçîð ïî ïðàâèëó (135).
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8.6 Ãåíåðàòîðû ãðóïïû SL(2|C) â ôóíäàìåíòàëüíîì è
ñîïðÿæåííîì ïðåäñòàâëåíèÿõ

Â ôóíäàìåíòàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ãðóïïà SL(2|C) çàäàåòñÿ êîì-
ïëåêñíûìè 2 × 2 ìàòðèöàìè N ñ îïðåäåëèòåëåì ðàâíûì åäèíèöå.
Ìàòðèöû N äåéñòâóþò ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ëåâûõ âåéëåâñêèõ ñïè-
íîðîâ ïî ïðàâèëó.

ψ′a = Na
bψb

Â îêðåñòíîñòè åäèíèöû N = E+T èëè Na
b = δa

b+Ta
b, ãäå E - åäèíè÷íàÿ

2 × 2 ìàòèöà, à Ta
b 2 × 2 ìàòðèöà ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ýëåìåíòàìè. Â

íèçøåì ïîðÿäêå ïî T èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî detN = 1 + trT . Ïîñêîëüêó
detN = 1, òî trT = 0. Ðàçëîæèì ìàòðèöó T ïî áàçèñó σµ. Òàê êàê trσ0 =
2, trσi = 0, òî T = ziσi, ãäå zi - ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ìû
âèäèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè åäèíèöû êàæäàÿ ìàòðèöà N çàäàåòñÿ øåñòüþ
âåùåñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè Rezi, Imzi; i = 1, 2, 3.

Èçâåñòíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà, êàæäûé ýëåìåíò
ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå e

i
2ωαβJαβ ãäå ωαβ =

−ωβα - øåñòü âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ, à Jαβ - ãåíåðàòîðû ãðóïïû
Ëîðåíöà â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäñòàâëåíèè. Íàøà öåëü íàéòè ãåíåðà-
òîðû Jαβ â ôóíäàìåíòàëüíîì è ñîïðÿæåííîì ïðåäñòàâëåíèÿõ.

Â îêðåñòíîñòÿõ åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà e
i
2omegaαβJαβ = 1+T . Â ôóíäàìåí-

òàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè T = ziσi. Ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå ziσi ìîæíî
òîæäåñòâåííî ïåðåïèñàòü êàê 1

2ω
αβσαβ, ãäå ω

αβ âåùåñòâåííûå ïàðàìåò-
ðû.

Ðàññìîòðèì

1

2
ωαβσαβ = ω0iσ0i +

1

2
ωijσij

Èç îïðåäåëåíèÿ σµν èìååì

σ0i = −1

4
(σ0σ̃i − σiσ̃0) = −1

4
(−σi − σi) =

1

2
σi

σij = −1

4
(σiσ̃j − σjσ̃i) =

1

4
(σiσj − σjσi) =

1

4
[σi, σj] =

i

4
εijkσk
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Òîãäà

1

2
ωαβσαβ =

1

2
ω0iσi +

i

4
ωijεijkσk =

=
1

2
ω01σ1 +

1

2
ω02σ2 +

1

2
ω03σ3 +

+
i

2
ω12σ3 +

i

2
ω23σ1 +

i

2
ω31σ2 =

=
1

2
(ω01 + iω23)σ1 +

1

2
(ω02 + iω31)σ2 +

1

2
(ω03 + iω12)σ3

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîìïëåêñíûå ïàðàìåòðû zi åñòü

z1 =
1

2
(ω01 + iω23)σ1

z2 =
1

2
(ω02 + iω31)σ2

z3 =
1

2
(ω03 + iω12)σ3

Òàêèì îáðàçîì, â îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà

N = E +
1

2
ωαβσαβ = E +

i

2
ωαβ(−iσαβ) (147)

Ñëåäîâàòåëüíî ãåíåðàòîðû ãðóïïû Ëîðåíöà â ôóíäàìåíòàëüíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè èìåþò âèä:

(Jαβ)
F = −iσαβ (148)

Çíà÷îê F óêàçûâàåò íà ôóíäàìåíòàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Èñïîëüçóÿ
(148) ìîæíî çàïèñàòü áåñêîíå÷íî ìàëóþ ôîðìó ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåâîãî
âåéëåâñêîãî ñïèíîðà ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà. Èìååì

ψ′a = Na
bψb = (δa

b +
i

2
ωαβ(−iσαβ)a

b)ψb = ψa +
i

2
ωαβ(−iσαβ)a

b)ψb

Îòñþäà

δψa =
i

2
ωαβ(−iσαβ)a

b)ψb (149)
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Ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû Ëîðåíöà â ñîïðÿæåííîì
ïðåäñòàâëåíèè. Ñîâåðøèì êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå â ñîîòíîøåíèè (149),
ïîëó÷èì

δψ̄ȧ = − i
2
ωαβ(iσ∗αβ)ȧ

ḃψ̄ḃ

èëè

δψ̄ȧ =
i

2
ωαβεȧċ(−iσ∗αβ)ċ

ḋεḋḃψ̄
ḃ

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì êîìïîíåíò ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

εȧċ(σ∗αβ)ċ
ḋεḋḃ = (σ̃αβ)

ȧ
ḃ (150)

Ïîýòîìó

δψ̄ȧ =
i

2
ωαβ(−iσ̃αβ)

ȧ
ḃψ̄

ḃ (151)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãåíåðàòîðû ãðóïïû Ëîðåíöà â ñîïðÿæåííîì ïðåä-
ñòàâëåíèè èìåþò âèä

(Jαβ)
F̄ = −iσ̃αβ (152)

Çíà÷îê F̄ óêàçûâàåò íà ñîïðÿæåííîå ïðåäñòàâëåíèå.

8.7 Îïåðàòîðû Êàçèìèðà ãðóïïû Ëîðåíöà

Îáðàòèìñÿ ê ñîîòíîøåíèÿì (51), îïðåäåëÿþùèì êîììóòàöèîííûå ñî-
îòíîøåíèÿ ãåíåðàòîðîâ Ëîðåíöåâñêèõ âðàùåíèé Jµν. Â ñèëó àíòèñèììåò-
ðèè ýòè îïåðàòîðû èìåþò êîìïîíåíòû J0i, Jij. Çàïèøåì, èñõîäÿ èç (51),
êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè êîìïîíåíòàìè. Ïîäñòàâëÿÿ
â (51) ïîñëåäîâàòåëüíî µ = 0, i è ν = 0, j, ïîëó÷èì

[J0i, J0j] = iJij

[J0i, Jjk] = i(δijJ0k − δikJ0j)

[Jij, Jkl] = i(δilJjk + δjkJil − δikJjl − δjlJik) (153)
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Ââåäåì îïåðàòîðû

Ki = J0i (154)

Ji =
1

2
εijkJjk (155)

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ

Jij = −εijkJk (156)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî εijkεmnk = δimδjn− δinδjm. Òîãäà êîììóòà-
öèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (153) ìåæäó J0i, Jij ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ
Ji, Ki â âèäå

[Ki, Kj] = −iεijkJk (157)

[Ki, Jj] = iεijkKk (158)

[Ji, Jj] = iεijkJk (159)

Îïðåäåëèì òåïåðü îïåðàòîðû

Ai =
1

2
(Ji + iKi)

Bi =
1

2
(Ji − iKi) (160)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (154), (155), (156), ïîëó÷èì

[Ai, Aj] = iεijkAk

[Bi, Bj] = iεijkBk (161)

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãåíåðàòî-
ðîâ äâóõ, íåñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì, ãðóïï SU(2). Îïèñàíèå íåïðèâîäè-
ìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SU(2) õîðîøî èçâåñòíû (íàïðèìåð èç òåîðèè
óãëîâîãî ìîìåíòà â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå). Ìû ïðèâå-
äåì òîëüêî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ. Èìååòñÿ
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äâà íåçàâèñèìûõ îïåðàòîðà Êàçèìèðà, A2 = AiAi è B
2 = BiBi. Áàçèñ

íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîñòàâëÿþò âåêòîðû |N,N3;M,M3 >

(ìû èñïîëüçóåì çäåñü óäîáíûå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ), ãäå
N,M = 0, 1

2 ,
3
2 , ..., è äëÿ çàäàííûõ N,M , ÷èñëà N3,M3, ïðèíèìàþò çíà-

÷åíèÿ N3 = −N,−N + 1, ..., N − 1, N ;M3 = −M,−M + 1, ...,M − 1,M.

Ïðè ýòîì

A2|N,N3;M,M3 >= N(N + 1)|N,N3;M,M3 >

A3|N,N3;M,M3 >= N3|N,N3;M,M3 >

B2|N,N3;M,M3 >= M(M + 1)|N,N3;M,M3 >

B3|N,N3;M,M3 >= M3|N,N3;M,M3 > (162)

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû
Ëîðåíöà, îáîçíà÷åííîå (n

2 ,
m
2 );n,m = 0, 1, 2, ...., ðåàëèçóåòñÿ íà ñïèí-

òåíçîðàõ âèäà ψ(a1...an)(ȧ1...ȧm). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñïèí-
òåíçîðîâ |N,N3;M,M3 >= ψ(a1...an)(ȧ1...ȧm), ïðè÷åì N = n

2 ,M = m
2 . Â

ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (162) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîðû Ai

äåéñòâóþò íà íåòî÷å÷íûå èíäåêñû ñïèí-òåíçîðà, à îïåðàòîðû Bi - íà
òî÷å÷íûå èíäåêñû.

8.8 Ïðåîáðàçîâàíèå ñïèí-òåíçîðîâ ïðè ïðîñòðàíñòâåííûõ
îòðàæåíèÿõ

Ïðîñòðàíñòâåííîå îòðàæåíèå, íàçûâàåìîå òàêæå ïðåîáðàçîâàíèåì
÷åòíîñòè, çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (16)è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç äèñêðåòíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè îáû÷íûé òðåõìåð-
íûé âåêòîð ïðåîáðàçóåòñÿ òàêæå êàê è òðåõìåðíûå êîîðäèíàòû, òî åñòü
ìåíÿåò çíàê, à àêñèàëüíûé âåêòîð îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíûì. Ýòî â ÷àñòíî-
ñòè îçíà÷àåò, ÷òî òðåõìåðíûé âåêòîðíûé îïåðàòîð Ki (154) ìåíÿåò çíàê,
à òðåõìåðíûé âåêòîðíûé îïåðàòîð Ji (155) íå ìåíÿåò çíàê (ïîñêîëüêó
îïðåäåëåí ñ ïîìîùüþ ε- ñèìâîëà, è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ àêñèàëüíûì âåê-
òîðîì). Îïåðàòîð Jij èìååò äâà âåêòîðíûõ èíäåêñà è ñëåäîâàòåëüíî èí-
âàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííûõ îòðàæåíèé.
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Ìàòðèöå ΛP (15), ðåàëèçóþùåé ïðîñòðàíñòâåííîå îòðàæåíèå â ïðî-
ñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, ñîïîñòàâèì ëèíåéíûé îïåðàòîð P̂ , äåéñòâóþùèé
íà áàçèñíûå âåêòîðû íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ |N,N3;M,M3 >→
P̂|N,N3;M,M3 > è íà îïåðàòîðû X â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ
X → P̂XP̂−1. Ïîñêîëüêó (ΛP )2 = I, òî (P̂)2 = 1, çäåñü I - åäèíè÷íàÿ
4× 4 ìàòðèöà, à 1 - åäèíè÷íûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå íåïðèâîäèìîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî P̂ = P̂−1. Áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîð
P̂ îïåðàòîðîì ÷åòíîñòè èëè îïåðàòîðîì ïðîñòðàíñòâåííîãî îòðàæåíèÿ.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ki ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì âåêòîðîì, à Ji àêñèàëüíûì âåêòî-
ðîì, ïîëó÷èì

P̂KiP̂−1 = −Ki

P̂JiP̂−1 = Ji (163)

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (160), (163) íàéäåì

P̂AiP̂−1 = Bi

P̂BiP̂−1 = Ai (164)

Ðàññìîòðèì

P̂A2|N,N3;M,M3 >= N(N + 1)P̂|N,N3;M,M3 >=

P̂A2P̂−1P̂|N,N3;M,M3 >= B2P̂|N,N3;M,M3 >

Òî åñòü B2P̂|N,N3;M,M3 >= N(N + 1)P̂|N,N3;M,M3 >. Àíàëîãè÷íî
A2P̂|N,N3;M,M3 >= M(M + 1)P̂|N,N3;M,M3 >. Èëè

B2P̂ψ(a1...an)(ȧ1...ȧm) = n(n+ 1)P̂ψ(a1...an)(ȧ1...ȧm)

A2P̂ψ(a1...an)(ȧ1...ȧm) = m(m+ 1)P̂ψ(a1...an)(ȧ1...ȧm) (165)

Íî îïåðàòîð A2 äåéñòâóåò íà íåòî÷å÷íûå èíäåêñû ñïèí-òåíçîðà è åãî ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëîì íåòî÷å÷íûõ èíäåêñîâ, à îïåðà-
òîð B2 äåéñòâóåò íà òî÷å÷íûå èíäåêñû è åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïðå-
äåëÿþòñÿ ÷èñëîì òî÷å÷íûõ èíäåêñîâ. Ñëåäîâàòåëüíî ïðåîáðàçîâàííûé
ñïèí-òåíçîð P̂ψ(a1...an)(ȧ1...ȧm) èìååò m íåòî÷å÷íûõ èíäåêñîâ è n òî÷å÷-
íûõ. Èñõîäíûé ñïèí-òåíçîð ψ(a1...an)(ȧ1...ȧm) èìååò n íåòî÷å÷íûõ èíäåêñîâ
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èm òî÷å÷íûõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð P̂ ìåíÿåò òî÷å÷íûå è íåòî÷å÷-
íûå èíäåêñû, òî åñòü P̂ψ(a1...an)(ȧ1...ȧm) ∼ ψ(a1...an)(ȧ1...ȧm). Äðóãèìè ñëîâàìè,
ïîä äåéñòâèåì ïðîñòðàíñòâåííîãî îòðàæåíèÿ ïðåäñòàâëåíèå (n

2 ,
m
2 ) ïåðå-

õîäèò â ïðåäñòàâëåíèå (m
2 ,

n
2 ).

9 Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû
Ïóàíêàðå. Ïîä ãðóïïîé Ïóàíêàðå ìû áóäåì ïîíèìàòü òîëüêî ñîáñòâåí-
íóþ ãðóïïó Ïóàíêàðå, ñîäåðæàùóþ â êà÷åñòâå ïîäãðóïï ñîáñòâåííóþ
ãðóïïó Ëîðåíöà è ãðóïïó òðàíñëÿöèè. Êàê è â ñëó÷àå ãðóïïû Ëîðåíöà,
íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü òîëüêî îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâ íåïðèâîäèìîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà Ïóàíêàðå èìååò äâà ãåíåðàòîðà Pµ è
Jµν, óäîâëåòâîðÿþùèå êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì. (42), (45), (51).
Èç ýòèõ ãåíåðàòîðîâ ñòðîÿòñÿ äâà îïåðàòîðà Êàçèìèðà C1 = PµP

µ è
C2 = W µWµ, ãäå Wµ - Âåêòîð Ïàóëè-Ëþáàíüñêîãî (55)

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåïðèâîäèìûå óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ â
áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è èñïîëüçîâàòü äëÿ âåêòîðîâ ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ |Ψ >. Îäíàêî çàäà÷à, êî-
òîðóþ ìû ðàññìàòðèâàåì ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé è ïðÿìîãî îò-
íîøåíèÿ ê êâàíòîâîé ìåõàíèêå íå èìååò.

9.1 Îáùàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ íåïðèâîäèìîãî óíèòàðíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå

Èçâåñòíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðà-
òîðû Êàçèìèðà äåéñòâóþò êàê îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó.
Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîñòðàíñòâà íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

C1|Ψ >= m2|Ψ > (166)

C2|Ψ >= l|Ψ >
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çäåñü m2, l - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ C1, C2 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðè ýòîì êàæäîå ïðîñòðàíñòâî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ ñâîèìè ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ m2, l.

Ïîñòàâèì ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó î íàõîæäåíèè áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå
íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äîïîëíèì îïåðàòîðû Êàçèìèðà C1, C2 äî ïîëíîãî íàáîðà âçàèìíî êîì-
ìóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, äîáàâëÿÿ íåîáõîäèìûå îïåðàòîðû. Äàëåå ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ ýòîãî íà-
áîðà. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ôîðìèðóþò èñêîìûé áà-
çèñ.

×àñòü ïîäõîäÿùèõ äëÿ ïîëíîãî íàáîðà îïåðàòîðîâ íàõîäèòñÿ ñðàçó,
ýòî ãåíåðàòîðû òðàíñëÿöèé Pµ, êîììóòèðóþùèå ñî âñåìè êîììóòàòîðà-
ìè Êàçèìèðà C1, C2 è ìåæäó ñîáîé. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ.

Pµ|m2, l, p, σ >= pµ|m2, l, p, σ >

P 2|m2, l, p, σ >= m2|m2, l, p, σ > (167)

W 2|m2, l, p, σ >= l|m2, l, p, σ >

çäåñü pµ - ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðîâ Pµ. Èíäåêñ σ íóìåðóåò äîïîë-
íèòåëüíûå èíäåêñû, êîòîðûå âîçìîæíî íàäî ââåñòè, ÷òîáû íàáîð âåêòî-
ðîâ |m2, l, p, σ > ôîðìèðîâàë áàçèñ.

Ïîñêîëüêó P 2 = P µPµ, òî èç äâóõ ïåðâûõ óðàâíåíèé (167) ñëåäóåò,
÷òî

p2 = m2 (168)

èëè p0 = ±
√
~p 2 +m2. Íà òðåõìåðíûé âåêòîð ~p íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íå

âîçíèêàåò. Ïîýòîìó êàæäûé áàçèñíûé âåêòîð |m2, l, p, σ > íåïðèâîäèìî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ íóìåðóåòñÿ âåêòîðîì ~p. Ñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâà-
åìîå ïðîñòðàíñòâî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíî (êàê
ýòî è äîëæíî áûòü äëÿ óíèòàðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íåêîìïàêòíîé ãðóïïû
Ëè). Íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå ïðèíÿòî íàçûâàòü
ýëåìåíòàðíîé ñèñòåìîé èëè ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöåé, ÷åòûðå-âåêòîð pµ

ïðèíÿòî íàçûâàòü âåêòîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà ýòîé ñèñòåìû, à ïàðàìåòð
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m2 - êâàäðàòîì ìàññû ýòîé ñèñòåìû. Ñîîòíîøåíèå (168) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé èçâåñòíóþ ñâÿçü ìåæäó ýíåðãèåé è èìïóëüñîì ðåëÿòèâèñòñêîé ñè-
ñòåìû.

Èòàê, áàçèñ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çàäàåòñÿ âåêòîðàìè
|m2, l, p, σ > , íóìåðóåìûìè âåëè÷èíàìè ~p è σ. Ïàðàìåòðûm2, l â êàæäîì
íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè çàôèêñèðîâàíû, ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ ~p
è σ. Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà m2, â ÷àñòíîñòè çíàê, íå îïðå-
äåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì (167). Êðîìå òîãî çíàê p0 òàêæå íå îïðåäåëÿåòñÿ
ýòèìè óðàâíåíèÿìè. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû Ïóàíêàðå, ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ðàçáèâàþòñÿ íà øåñòü
êëàññîâ:

êëàññ (m+) : m2 > 0, p0 > 0

êëàññ (m−) : m2 > 0, p0 < 0

êëàññ (0+) : m2 = 0, p0 > 0

êëàññ (0−) : m2 = 0, p0 < 0

êëàññ (M) : p2 = −M 2, M 2 > 0

êëàññ (00) : m2 = 0, pµ = 0

Èç ýòèõ øåñòè êëàññîâ, ôèçè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òîëüêî
êëàññû (m+) è (0+) , îòâå÷àþùèå ñîîòâåòñòâåííî ìàññèâíûì è áåçìàññî-
âûì ýëåìåíòàðíûì ñèñòåìàì ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé. Êëàññû (m−) è
(0−) ñîîòâåòñòâóþò ñèñòåìàì ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé. Òàêèå ñèñòåìû
íå èìåþò íàèìåíüøåé ýíåðãèè è íå ìîãóò áûòü ñòàáèëüíûìè, èõ îáû÷-
íî íàçûâàþò äóõàìè, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èì íå îòâå÷àþò íèêàêèå
ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèå îáúåêòû ïðèðîäû. Êëàññ (M) ñîîòâåòñâóåò ñè-
ñòåìàì ñ ìíèìîé ìàññîé, òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþò òàõèîíàìè, îáúåêòû
òàêîãî òèïà â ïðèðîäå íå íàáëþäàþòñÿ. Êëàññ (00) îòâå÷àåò ñèñòåìå ñ íó-
ëåâîé ýíåðãèåé è íóëåâûì òðåõìåðíûì èìïóëüñîì. Òàêàÿ ñèñòåìà ïîëíî-
ñòüþ ñòàòè÷íà è íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà. Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ïðåäñòàâëåíèÿ, îòâå÷àþùèå êëàññó (m+) è íàçûâàåìûå ìàññèâíûìè
è ïðåäñòàâëåíèÿ, îòâå÷àþùèå êëàññó (0+) è íàçûâàåìûå áåçìàññîâûìè.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ U(Λ, a) = U(a)U(Λ)
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íà áàçèñíûå âåêòîðû. Äåéñòâèå îïåðàòîðà òðàíñëÿöèé ëåãêî íàõîäèòñÿ:

U(a)|m2, l, p, σ >= eiaµPµ|m2, l, p, σ >= eiaµpµ|m2, l, p, σ > (169)

Äåéñòâèå ýòèõ îïåðàòîðîâ ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ íà ôàçîâûé ìíîæè-
òåëü eiaµpµ, êîòîðûé ïðè ïåðåìåííîé aµ è ôèêñèðîâàííîì pµ èìååò ñìûñë
ïëîñêîé âîëíû ñ èìïóëüñîì pµ. Ýòî åùå ðàç ïîä÷åðêèâàåò ôèçè÷åñêèé
ñìûñë pµ êàê âåêòîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà.

Èññëåäóåì äåéñòâèå îïåðàòîðà U(Λ) = e
i
2ωµνJµν íà áàçèñíûå âåêòîðà.

Ðàññìîòðèì

PµU(Λ)|m2, l, p, σ >= U(Λ)U+(Λ)PµU(Λ)|m2, l, p, σ > . (170)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî, ÷òî U(Λ)U+(Λ) = 1. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð U(Λ) ãå-
íåðèðóåò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, òî

U+(Λ)PµU(Λ) = Λν
µPν

(ñì. (44)). Òîãäà èç (170) ñëåäóåò

PµU(Λ)|m2, l, p, σ >= Λν
µPν|m2, l, p, σ > (171)

Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî

P 2U(Λ)|m2, l, p, σ >= m2U(Λ)|m2, l, p, σ >

W 2U(Λ)|m2, l, p, σ >= l U(Λ)|m2, l, p, σ > . (172)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî îïåðàòîðû Êàçèìèðà P 2, W 2 êîììóòèðóþò ñ ãåíåðà-
òîðàìè Jµν è, ñëåäîâàòåëüíî ñ ëþáîé ôóíêöèåé îò íèõ. Ñîîòíîøåíèå
(172) ïîêàçûâàåò, ÷òî âåêòîðû U(Λ)|m2, l, p, σ > ïðè ëþáûõ ìàòðèöàõ
Λ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ôèêñè-
ðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè m2, l. Ñîîòíîøåíèå (171) îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð
U(Λ)|m2, l, p, σ > õàðàêòåðèçóåòñÿ ëîðåíö-ïðåîáðàçîâàííûì èìïóëüñîì.

p̄µ = Λν
µpν (173)

ïðè÷åì p̄2 = p2 = m2. Ñëåäîâàòåëüíî áàçèñ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ âêëþ÷àåò âñå âåêòîðû âèäà |m2, l,Λp, σ >, ãäå pµ ≡ (ε(~p), ~p),
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ε(~p) =
√
~p 2 +m2 è ìàòðèöà Λ ïðîáåãàåò âñþ ñîáñòâåííóþ ãðóïïó

Ëîðåíöà. Åñëè îäèí èç ìíîæåñòâà âåêòîðîâ |m2, l,Λp, σ > óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ W 2|m2, l,Λp, σ >= l|m2, l,Λp, σ >, òî è ëþáîé äðóãîé âåêòîð
äàííîãî âèäà óäîâëåòâîðÿåò ðàññìàòðèâàåìîìó óðàâíåíèþ. Îòñþäà âû-
òåêàåò èäåÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ W 2|m2, l, p, σ >= l|m2, l, p, σ > è íàõî-
æäåíèÿ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé l. Íàäî èç ìíîæåñòâà èìïóëüñîâ âèäà (173)
âûáðàòü îäèí èìïóëüñ qµ òàêîé, ÷òîáû ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå èìå-
ëî íàèáîëåå ïðîñòîé âèä. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå l íå çàâèñèò îò òîãî, êàêîé
ïðåäñòàâèòåëü èç qµ èç ìíîæåñòâà èìïóëüñîâ (173) áûë âûáðàí.

Îäíàêî åñëè íà âåêòîð |m2, l, q, σ > ïîäåéñòâîâàòü ïðîèçâîëüíûì îïå-
ðàòîðîì U(Λ), òî ïîëó÷èì âåêòîð |m2, l,Λq, σ >, çàâèñÿùèé îò èìïóëü-
ñîâ Λν

µqν 6= qµ. Òîãäà âîçíèêàåò åùå îäíà èäåÿ, à èìåííî ñóçèòü ìíîæå-
ñòâî îïåðàòîðîâ U(Λ), îãðàíè÷èâ åãî òîëüêî òåìè îïåðàòîðàìè U(Λ(q)),
êîòîðûå ñîäåðæàò ïîäêëàññ ìàòðèö Λ(q), íå èçìåíÿþùèõ âåêòîð qµ. Òî
åñòü

Λ(q)ν
µqν = qµ (174)

Íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ (174) îáðàçóåò ãðóïïó, íàçûâàåìóþ ãðóïïîé ñòàáèëüíî-
ñòè âåêòîðà qµ . Îáîçíà÷èì Vq, ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ |m2, l, q, σ >, ñ
ôèêñèðîâàííûìè m, l, q, íî ñ ðàçëè÷íûìè σ . Ïðè äåéñòâèÿìè îïåðàòî-
ðàìè U(Λ(q)) íà âåêòîðû èç ïðîñòðàíñòâà Vq, ìû ïîëó÷èì âåêòîðû, ïðè-
íàäëåæàùèå Vq. Íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ U(Λ(q))
îáðàçóþò ãðóïïó íàçûâàåìóþ ãðóïïîé ñòàáèëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà Vq.
Îáîçíà÷èì ýòó ãðóïïó Hq.

Âûÿñíèì ñòðóêòóðó ãðóïïû Hq. Ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð U(Λ) =
e

i
2ωµνJµν çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ωµν ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà Λµ

ν. Íàéäåì
ïàðàìåòðû ω

(q)
µν , îòâå÷àþùèå ìàòðèöàì Λ(q)µ

ν. Çàïèøåì Λ(q)µ
ν = δµ

ν +
ωµ

ν. Òîãäà óðàâíåíèå (174) ïðèìåò âèä

ω(q)µνqν = 0 (175)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü

ω(q)µν = εµνλρqλnρ = 0, (176)
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ãäå nρ - ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ñëåäîâàòåëüíî îïåðàòîðû U(Λ(q)) çàïè-
ñûâàþòñÿ â ôîðìå

U(Λ(q)) = e
i
2εµνλρqλnρJµν (177)

è ïàðàìåòðèçóþòñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà nρ. Â ïîäïðîñòðàíñòâå Vq ìû
ìîæåì çàìåíèòü âåêòîð qλ îïåðàòîðîì Pλ, ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì êîòî-
ðîãî îí ÿâëÿåòñÿ. Òîãäà

U(Λ(q)) = e
i
2nρε

ρλµνPλJµν = e−inρW
ρ

(178)

ãäå ìû ââåëè âåêòîð Ïàóëè-ËþáàíüñêîãîW ρ (176). Òàêèì îáðàçîì, ãðóï-
ïà Hq ñîñòîèò èç îïåðàòîðîâ âèäà (178). Ãåíåðàòîðàìè ýòîé ãðóïïû ÿâ-
ëÿþòñÿ W ρ, à ïàðàìåòðàìè nρ. Â ëèòåðàòóðå ãðóïïó Hq ïðèíÿòî íàçû-
âàòü ìàëîé ãðóïïîé. Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò îïåðàòîðîâ U(Λ) îá-
ùåãî âèäà, íóìåðóåìûõ øåñòüþ ïàðàìåòðàìè ωµν, îïåðàòîðû U(Λ(q))
(178)íóìåðóþòñÿ ÷åòûðüìÿ ïàðàìåòðàìè nρ.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î íàõîæäåíèè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé l σ ñâî-
äèòñÿ ê îïèñàíèþ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ìàëîé ãðóïïû Hq.
Äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå ñâÿçàíî ñ óäîáíûì âûáîðîì âåêòîðà qµ, ýòîò
âûáîð äåëàåòñÿ ïî ðàçíîìó äëÿ ìàññèâíûõ è áåçìàññîâûõ ïðåäñòàâëåíèé.

9.2 Ìàññèâíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
Ïóàíêàðå

Åñëè q2 = m2 èm2 6= 0, òî âåêòîð qµ âñåãäà ìîæíî âûáðàòü â âèäå qµ =
(m, 0, 0, 0). Íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðà W ρ, èìååì

W ρ =
1

2
ερλµνqλJµν = −m

2
ε0ρµνJµν (179)

Îòñþäà

W 0 = 0 Wi = −m
2
εijkJjk (180)

Îáîçíà÷èì

Si = −1

2
εijkJjk (181)
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Òîãäà

Wi = mSi (182)

Óñòàíîâèì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ Si (182).
Ðàññìîòðèì

[Si, Sj] =
1

m2 [Wi,Wj] = − i

m2εijλρP
ρW ρ =

= − i

m
εij0ρW

ρ =
i

m
εijkWk = iεijkSk

Òî åñòü

[Si, Sj] = iεijkSk (183)

Ìû ïîëó÷èëè êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãåíåðàòîðîâ ãðóïï
òðåõìåðíûõ âðàùåíèé SO(3). Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (183) - ýòî èç-
âåñòíûå èç íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè êîììóòàöèîííûå ñî-
îòíîøåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Êàçèìèðà C2. Â äàííîì ñëó÷àå

C2 = W µWµ = −WiWi = −m2SiSi = −m2S2 (184)

Òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð S2 åñòü îïåðàòîð Êàçèìèðà ìàëîé ãðóïïû Hq.
Êàê èçâåñòíî, îí ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îïåðàòîðîì Êàçèìèðà ãðóïïû
SO(3).

Èññëåäóåì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà S2.
Ñîãëàñíî (184), ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà S2 áóäóò ñîáñòâåííûìè
âåêòîðàìè îïåðàòîðà C2. Íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîð S3 êîììóòè-
ðóåò ñ îïåðàòîðîì S2, ïîýòîìó ýòè îïåðàòîðû èìåþ îáùèå ñîáñòâåííûå
âåêòîðû. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ S3 è S2 õîðîøî èçâåñòíû
(íàïðèìåð èç òåîðèè óãëîâîãî ìîìåíòà â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé
ìåõàíèêå). Îíè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî σ è s(s+ 1). Ïðè ýòîì ïàðàìåòð s
ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

s = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2, . . . (185)
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Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè s âåëè÷èíà σ èçìåíÿåòñÿ òàê

σ = −s, −s+ 1, . . . , s− 1, s (186)

òî åñòü ïðèíèìàåò 2s+ 1 çíà÷åíèé.
Â ðåçóëüòàòå ìû âèäèì, ÷òî âåêòîðû |m2, l, q, σ > ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí-

íûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðîâ W 2 è S3

W 2|m2, l, q, σ >= −m2S2|m2, l, q, σ >= −m2s(s+ 1)|m2, l, q, σ >

S3|m2, l, q, σ >= σ|m2, l, q, σ > (187)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî l = −m2s(s + 1). Äàëåå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
|m2, l, q, σ > |l=−m2s(s+1) = |m2, s, q, σ >. Ìû âèäèì, ÷òî íåïðèâîäè-
ìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìàëîé ãðóïïû íóìåðóþòñÿ ïàðàìåòðîì s, ïðèíè-
ìàþùèì çíà÷åíèÿ (185). Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì s ïðåäñòàâëåíèå
êîíå÷íîìåðíî, åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà 2s + 1. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíå-
íèå W 2|m2, l, q, σ >= l|m2, l, q, σ > ðåøåíî â ïîäïðîñòðàíñòâå Vq, ãäå
pµ = qµ = (m, 0, 0, 0) è ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå l íàéäåíî. Îáðàòèì âíè-
ìàíèå, ÷òî äàííûé âåêòîð qµ ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà
÷àñòèöû ñ ìàññîé m â ñèñòåìå îò÷åòà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ÷àñòèöà
ïîêîèòñÿ. Áàçèñ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, îòâå÷àþùåãî ïðîèçâîëü-
íîìó âåêòîðó pµ, p

2 = m2 ïîëó÷àåòñÿ èç âåêòîðîâ |m2, s, q, σ > äåéñòâèåì
îïåðàòîðîâ U(Λ).

Èòàê, áàçèñ ìàññèâíîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
Ïóàíêàðå ñîñòàâëÿþò âåêòîðû |m2, s, q, σ > , ãäå p0 = ε(~p) =

√
~p 2 +m2.

Íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå çàäàåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè m2 è s.
Ïåðâûé èç íèõ åñòü êâàäðàò ìàññû ýëåìåíòàðíîé ñèñòåìû. Ïàðàìåòð s
íàçûâàåòñÿ ñïèíîì ýëåìåíòàðíîé ñèñòåìû. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñïèíà
äàþòñÿ (185). Îïåðàòîð S2, ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êîòîðîãî åñòü s(s+ 1)
íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì êâàäðàòà ñïèíà, à îïåðàòîðû Si - îïåðàòîðàìè
ñïèíà. Ïåðåìåííàÿ σ, ïðèíèìàþùàÿ â íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè ñ
äàííûìè m2 è s çíà÷åíèÿ −s,−s + 1, ..., s − 1, s íàçûâàåòñÿ ïðîåêöè-
åé ñïèíà íà êàêîå-ëèáî îäíî ôèêñèðîâàííîå íàïðàâëåíèå â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå.
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9.3 Áåçìàññîâûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
Ïóàíêàðå

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ áåçìàññîâûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.
Ïðåæäå âñåãî íàäî âûáðàòü ïîäõîäÿùèé âåêòîð qµ. Ïîñêîëüêó òåïåðü
q2 = 0, òî âûáîð, èñïîëüçîâàííûé â ðàçäåëå 1.7.2 íåâîçìîæåí. Ìû âû-
áåðåì âåêòîð qµ â âèäå qµ = (E, 0, 0, E), ãäå E - ïðîèçâîëüíàÿ íå ðàâíàÿ
íóëþ êîíñòàíòà. Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå q2 = 0 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷å-
ñêè.

Èññëåäóåì ñòðóêòóðó ìàëîé ãðóïïû Hq . Äëÿ ýòîãî íàäî ñíà÷àëà íàé-
òè êîìïîíåíòû âåêòîðàWµ . Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîìW

µPµ = 0, êîòî-
ðîå â ïîäïðîñòðàíñòâåHq ïðèíèìàåò âèäW0q0−W3q3 = E(W0−W3) = 0.
Îòñþäà

W0 = W3 (188)

Òîãäà

W1 =
1

2
ε1ρµνP

ρJµν =
1

2
ε10µνJ

µνE − 1

2
ε13µνJ

µνE =

= −ε0123J23E + ε1302J02E = −E(J23 + J02) = −ER1

W2 =
1

2
ε2ρµνP

ρJµν =
1

2
ε20µνJ

µνE − 1

2
ε23µνJ

µνE =

= −ε2013J13E + ε2301J01E = E(J13 + J01) = ER2

W3 =
1

2
ε3ρµνP

ρJµν =
1

2
ε30µνJ

µνE = ε3012J
12E = −EJ12

Èòàê

W1 = −ER1, W2 = −ER2, W3 = −EJ12 (189)

ãäå

R1 = J23 + J02, R2 = J13 + J01 (190)

Óñòàíîâèì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îïåðàòîðàìè
R1,R2, J12. Èìååì

[R1,R2] = − 1

E2 [W1,W2] =
i

E2ε12µνW
µP ν =

i

E
(ε12µ0W

µ − ε12µ3W
µ) =

=
i

E
(−ε1230W3 − ε1203W0) =

i

E
(ε0123W3 − ε0123W0) =

i

E
(W3 −W0) = 0
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Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèå (188).

[J12,R1] = − 1

E2 [W1,W3] =
i

E2ε13µνW
µP ν =

i

E
ε13µ0W

µ =

= − i

E
ε1320W2 = − i

E
ε0123W2 = − i

E
W2 = −iR2

[J12,R2] =
1

E2 [W2,W3] = − i

E2ε23µνW
µP ν = − i

E
ε23µ0W

µ =

= − i

E
ε2310W1 = − i

E
W1 = iR1

Èòàê

[R1,R2] = 0

[J12,R1] = −iR2 (191)

[J12,R2] = iR1

Èçâåñòíî, ÷òî êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (191) çàäàþò àëãåáðó Ëè
ãðóïïû E2 èçîìåòðèé èëè äâèæåíèé äâóìåðíîé ïëîñêîñòè. Ýòà àëãåáðà
ñîäåðæèò òðàíñëÿöèè, ãåíåðèðóåìûå îïåðàòîðàìè R1 è R2, è âðàùåíèå,
ãåíåðèðóåìîå îïåðàòîðîì J12.

Çàïèøåì îïåðàòîð Êàçèìèðà C2 â ïðîñòðàíñòâå Vq. Èìååì

C2 = W µWµ = W 2
0 −W 2

1 −W 2
2 −W 2

3 = −(W 2
1 +W 2

2 ) = − i

E
(R 2

1 + R 2
2 )(192)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî W0 = W3. Ðàâåíñòâî (192) î÷åâèäíî ñîãëàñóåòñÿ ñ
òåì, ÷òî åäèíñòâåííûì îïåðàòîðîì Êàçèìèðà ãðóïïû E2 ÿâëÿåòñÿ R 2

1 +
R 2

2 . Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìàëîé
ãðóïïû ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà R 2

1 +
R 2

2 .
Â ëþáîì íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîð R 2

1 + R 2
2 äåéñòâó-

åò êàê îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ρ2.
Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû R1 è R2 êîììóòèðóþò ñ R 2

1 +R 2
2 , òî áàçèñ íåïðè-

âîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî âûáðàòü â âèäå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
|ρ1, ρ2 > äëÿ îïåðàòîðîâ R1 è R2. Òî åñòü

R1|ρ1, ρ2 >= ρ1|ρ1, ρ2 >
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R2|ρ1, ρ2 >= ρ2|ρ1, ρ2 >

Ïðè ýòîì ρ2
1+ρ

2
2 = ρ2 = const. ×èñëà ρ1, ρ2 îãðàíè÷åíû òîëüêî ïîñëåäíèì

ñîîòíîøåíèåì, ïîýòîìó ïðè ρ2 > 0 îïåðàòîðû R1 è R2 èìåþò íåïðåðûâ-
íûé ñïåêòð è ïðåäñòàâëåíèå ìàëîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì.
Ïðè ðàññìîòðåíèè ìàññèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé â ðàçäåëå 1.7.2 ìû âèäåëè,
÷òî ïðåäñòàâëåíèå ìàëîé ãðóïïû áûëî êîíå÷íîìåðíûì è ñâÿçàíî ñ ïîíÿ-
òèåì ñïèíà ýëåìåíòàðíîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî è â áåç-
ìàññîâîì ñëó÷àå ôèçè÷åñêè ïðèåìëåìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìàëîé ãðóïïû
äîëæíû áûòü òàêæå êîíå÷íîìåðíûìè. Â êà÷åñòâå îáîñíîâàíèÿ îòìåòèì,
÷òî áåñêîíå÷íîìåðíûì ïðåäñòàâëåíèåì ìàëîé ãðóïïû íå ñîîòâåòñòâóåò
íè îäíà íàáëþäàåìàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Èòàê, ìû òðåáóåì, ÷òîáû ïîäïðîñòðàíñòâî Vq áûëî êîíå÷íîìåðíûì.
Åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü, îòâå÷àþùàÿ ýòîìó òðåáîâàíèþ ïîëó÷àåòñÿ
ïðè ρ = 0. Òîãäà è ρ1 = 0, ρ2 = 0 è â ðàññìàòðèâàåìîì ïîäïðîñòðàíñòâå
îïåðàòîðû R1 è R2 îáðàùàþòñÿ â íîëü âìåñòå ñ W1, W2 (ñì. (189)). Ïðè
ýòîìW 2 = 0. Â ðåçóëüòàòå ìàëàÿ ãðóïïà Hq ãåíåðèðóåòñÿ åäèíñòâåííûì
îïåðàòîðîì J12 è çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðóïïó
âðàùåíèé ïëîñêîñòè SO(2) ∼ U(1). Ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé ãðóïïû õîðîøî
èçâåñòíû, ìû äàëåå ðàññìîòðèì òîëüêî êà÷åñòâåííûå ñîîáðàæåíèÿ.

Ïîñêîëüêó ìàëàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé Ëè, âñå åå íåïðè-
âîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîìåðíû è õàðàêòåðèçóþòñÿ îäíèì âåùåñòâåí-
íûì ïàðàìåòðîì. Ïóñòü |λ > - ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà J12,

J12|λ >= −λ|λ > (193)

Â êàæäîì íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè ïàðàìåòð λ ïðèíèìàåò ôèêñè-
ðîâàííîå çíà÷åíèå. Âûÿñíèì êàêèå êîíêðåòíî çíà÷åíèÿ λ âîçìîæíû.
Îïåðàòîð J12 ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì âðàùåíèÿ ïî îêðóæíîñòè, òîãäà ñî-
îòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ãðóïïû âðàùåíèé SO(2), îòâå÷àþùèé ïîâîðîòó
íà óãîë ϕ, åñòü eiϕJ12. Òîãäà

eiϕJ12|λ >= eiλϕ|λ > (194)

Ñîâåðøèì ïîëíûé îáîðîò íà óãîë 2π. Â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ
(194) Ïîëó÷èì e2πiλ|λ >. Âðàùåíèå íà óãîë 2π îòâå÷àåò òîæäåñòâåííî-
ìó ïðåîáðàçîâàíèþ â ãðóïïå Ëîðåíöà. Ìû áóäåì ðåàëèçîâûâàòü ãðóïïó
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Ïóàíêàðå â ïðîñòðàíñòâå ñïèí-òåíçîðíûõ ïîëåé, ñâÿçàííûõ ñ ãðóïïîé
SL(2|C). Ïðè ýòîì êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå êàæäîé ìàòðèöå Λ ∈ L↑+ ñî-
îòâåòñòâóþò äâå ìàòðèöû ±N ∈ SL(2|C). Â ÷àñòíîñòè, òîæäåñòâåííî-
ìó ïðåîáðàçîâàíèþ â ãðóïïå Ëîðåíöà îòâå÷àþò äâå ìàòðèöû E è −E
â ãðóïïå SL(2|C), ãäå E -åäèíè÷íàÿ 2 × 2 ìàòðèöà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
òîæäåñòâåííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà îòâå÷àåò óñëîâèå e2πiλ = ±1.
Îòñþäà λ = 0, 1

2 , 1, 3
2 , 2, . . . è λ = 0, −1

2 , −1, −3
2 ,− 2, . . . èëè

λ = |λ|σ (195)

ãäå

|λ| = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2, . . .

σ = ±1 (196)

Ïàðàìåòð λ ñïèðàëüíîñòüþ ýëåìåíòàðíîé ñèñòåìû.
Òàêèì îáðàçîì, íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ìàëîé ãðóïïû äëÿ áåç-

ìàññîâûõ ýëåìåíòàðíûõ ñèñòåì õàðàêòåðèçóþòñÿ ïàðàìåòðîì λ. Âñå òà-
êèå ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîìåðíû. Ïðè ýòîì åñëè λ 6= 0, òî íåïðèâîäèìûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ñóùåñòâóþò âñåãäà ïàðàìè, òî åñòü, åñëè åñòü ïðåäñòàâ-
ëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ, òî åñòü è ïðåäñòàâëåíèå ñ ïàðàìåòðîì −λ.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîñòðîèëè íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñ áàçèñíû-
ìè âåêòîðàìè |0,±λ, q >. Çäåñü ïåðâûé àðãóìåíò 0 îçíà÷àåò íóëåâóþ
ìàññó. Èìïóëüñ qµ = (E, 0, 0, E). Áàçèñ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ,
îòâå÷àþùèé ïðîèçâîëüíîìó èìïóëüñó pµ, p

2 = 0 ïîëó÷àåòñÿ èç âåêòîðîâ
|0,±λ, q > äåéñòâèåì îïåðàòîðîâ U(Λ). Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå áàçèñ
íåïðèâîäèìîãî óíèòàðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå êëàññà (0+)
ñîñòàâëÿþò âåêòîðû |0,±λ, q >, ãäå p2 = 0. Íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå
õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïèðàëüíîñòüþ λ, ïðèíèìàþùåé öåëûå è ïîëóöåëûå, ïî-
ëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Èíîãäà ïàðàìåòð |λ| íàçûâàþò
ñïèíîì áåçìàññîâîé ýëåìåíòàðíîé ñèñòåìû. Îáðàòèì âíèìàíèå íà îòëè-
÷èå ïîíÿòèé ñïèíà ìàññèâíîé ñèñòåìû è ñïèðàëüíîñòè áåçìàññîâîé. Â
ìàññèâíîì ñëó÷àå ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè èìïóëüñà pµ è ñïèíà s
ðàçìåðíîñòü íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ åñòü 2s + 1. Â áåçìàññîâîì
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ñëó÷àå ïðè ôèêñèðîâàííîì èìïóëüñå pµ (p2 = 0) íåïðèâîäèìîå ïðåä-
ñòàâëåíèå îäíîìåðíî è çàäàåòñÿ ïàðàìåòðîì λ. Åñëè λ 6= 0, òî çäåñü
âñåãäà èìååòñÿ äâà ðàçíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ, îòâå÷àþùèõ
ñïèðàëüíîñòÿì λ è −λ.

Ïóñòü ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî îòðàæåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ýëåìåíòîâ ãðóïïû Ëîðåíöà.
Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè xi → −xi, îïåðàòîð J12 ìåíÿåò çíàê, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ λ → −λ. Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ðàññìàòðè-
âàåìûå ïðåäñòàâëåíèÿ áûëè íåïðèâîäèìû îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ îòðàæåíèé, òî íàäî äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ñî ñïèðàëüíîñòÿìè λ è −λ
îáúåäèíèòü â îäíî äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå. Îáû÷íî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
âñåãäà ïîäðàçóìåâàåòñÿ (õîòÿ åñëè èñêëþ÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íàðóøåíèåì
÷åòíîñòè â ñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ). Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî áåçìàññîâûå
ýëåìåíòàðíûå ñèñòåìû èìåþò äâà ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè, îòâå÷àþùèå
ñïèðàëüíîñòÿì |λ| è −|λ|.

9.4 Îïåðàòîð ñïèðàëüíîñòè

Ðàññìîòðèì áåçìàññîâîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå. Ìû ïîêàæåì,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò îñîáûé îïåðàòîð, êîììóòèðóþùèé ñî âñåìè
ãåíåðàòîðàìè ãðóïïû Ïóàíêàðå.

Â áåçìàññîâîì ïðåäñòàâëåíèè p2 = 0. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ðåçóëüòà-
òàì ðàçäåëà 1.7.2 W 2 = 0. Ðàíåå ìû óñòàíîâèëè òîæäåñòâî W µPµ = 0
(56). Òðè ñîîòíîøåíèÿ W 2 = 0, P 2 = 0, W µPµ = 0 îçíà÷àþò, ÷òî

Wµ = hPµ (197)

ãäå h íåêîòîðûé îïåðàòîð. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âåêòîðû Xµ Yµ óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì X2 = 0, Y 2 = 0, XµYµ = 0. Âûáåðåì ñèñòåìó îòñ÷åòà,
ãäå Xµ = a(1, 0, 0, 1), a 6= 0. Òîãäà óñëîâèå X2 = 0 àâòîìàòè÷åñêè âû-
ïîëíÿåòñÿ. Ðàññìîòðèì Y µXµ = a(Y0− Y3) = 0, îòñþäà Y0 = Y3. Óñëîâèå
W 2 = 0 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå Y 2

0 − Y 2
1 − Y 2

2 − Y 2
3 = −(Y 2

1 + Y 2
2 ) = 0.

Îòñþäà Y1 = Y2 = 0. Òîãäà Yµ = Y0(1, 0, 0, 1) = Y0a
a (1, 0, 0, 1). Ïîýòîìó

Xµ è Yµ ïðîïîðöèîíàëüíû, Xµ = kYµ. Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå
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âåêòîðíîå, òî îíî âûïîëíÿåòñÿ â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Â ðåçóëüòàòå ìû
ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó (197).

Èç (197) èìååì

h = W0P
−1
0 =

1

2
ε0ijkP

iJ jkP−1
0 = −1

2
ε0ijkJjkPiP

−1
0

Îáîçíà÷èì

Ji = −1

2
ε0ijkJjk (198)

Òîãäà

h =
~P ~J

P0
(199)

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (57) [Wµ, Pν] = 0. Ïîýòîìó P0 êîììóòèðóåò W0 è

çíà÷èò [P0, ~J ] = 0. Ñëåäîâàòåëüíî îïåðàòîð P0 êîììóòèðóåò ñ îïåðàòî-
ðîì ~P ~J è çíà÷èò îïåðàòîð P−1

0 ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåí ñ ëþáîé ñòîðîíû
â ñîîòíîøåíèè (199).

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð h êîììóòèðóåò ñ Pµ è Jµν. Ñîîòíîøåíèå

[h, Pµ] = 0 ñëåäóåò èç òîæäåñòâ [W0, Pµ] = 0 è P0 = |~P | äëÿ áåçìàññîâîãî
ñëó÷àÿ. Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå [h, Pµ]. Çàïèøåì î÷åâèäíîå òîæäåñòâî

0 = [P0P
−1
0 , Jµν] = [P0, Jµν]P

−1
0 + P0[P

−1
0 , Jµν]

Îòñþäà

[P−1
0 , Jµν] = −P−1

0 [P0, Jµν]P
−1
0 =

= iP−1
0 (η0νPµ − η0µPν)P

−1
0 = i(η0νPµ − η0µPν)P

−2
0 (200)

Çíà÷èò

[h, Jµν] = [W0P
−1
0 , Jµν] = [W0, Jµν]P

−1
0 +W0[P

−1
0 , Jµν] =

= i(η0µWν − η0νWµ)P
−1
0 + iW0(η0νPµ − η0µPν)P

−2
0 =

=
i

P0

[
η0µ(Wν −W0

Pν

P0
)− η0ν(Wµ −W0

Pµ

P0
)

]
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Íî Wµ = hPµ Òîãäà

[h, Jµν] =
i

P0
[η0µ(hPν − hPµ)− η0ν(hPµ − hPµ)] = 0

Èòàê

[h, Jµν] = 0 (201)

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð h, ïîñòðîåííûé ïî ïðàâèëó (199) â íåïðèâî-
äèìîì áåçìàññîâîì ïðåäñòàâëåíèè êîììóòèðóåò ñî âñåìè ãåíåðàòîðàìè
Pµ, Jµν. Ñëåäîâàòåëüíî â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè îí äåéñòâóåò êàê îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó

h|λ >= λ|λ > (202)

Óñòàíîâèì êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò ïàðàìåòð λ. Ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ (199) îïåðàòîð h èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî òðåõìåðíûõ âðàùåíèé
è çíà÷èò åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íå çàâèñÿò îò âûáîðà íàïðàâëåíèÿ
â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîâåðíåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû
îñü z , áûëà íàïðàâëåíà âäîëü âåêòîðà ~P . Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
~P = (0, 0, |~P |) è çíà÷èò

h = J3 = −J12 (203)

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, îïåðàòîð J12 ýòî ãåíåðàòîð îäíîìåðíûõ âðàùå-
íèé è åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ åñòü −λ, ãäå λ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé cïè-
ðàëüíîñòü. Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà h ÿâëÿåòñÿ
ñïèðàëüíîñòü, òî åñòåñòâåííî íàçûâàòü ýòîò îïåðàòîð - îïåðàòîðîì ñïè-
ðàëüíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå P0 = |~P |. Òîãäà îïåðàòîð ñïèðàëüíîñòè
ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

h = ~J
~P

|~P |
= ~J~n (204)

Â ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ~P åñòü òðåõìåðíûé èìïóëüñ ñèñòåìû, à ~J

åå ìîìåíò èìïóëüñà (óãëîâîé ìîìåíò). Âåêòîð ~n - ýòî åäèíè÷íûé âåêòîð
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âäîëü íàïðàâëåíèÿ òðåõìåðíîãî èìïóëüñà, òî åñòü âäîëü íàïðàâëåíèÿ
äâèæåíèÿ. Ïîýòîìó ñïèðàëüíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêöèþ óãëîâîãî
ìîìåíòà íà íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ. Ïîñêîëüêó ñïèðàëüíîñòü λ ïðèíèìà-
åò âñåãäà äâà çíà÷åíèÿ |λ| −|λ|, òî â áåçìàññîâûõ ýëåìåíòàðíûõ ñèñòåìàõ
óãëîâîé ìîìåíò âñåãäà íàïðàâëåí ëèáî ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ëèáî
ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé
íóëåâîé ñïèðàëüíîñòè.

9.5 Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå â
ïðîñòðàíñòâå ñïèí-òåíçîðíûõ ïîëåé

Ïóñòü ñïèí-òåíçîð îïðåäåëåí â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà
Ìèíêîâñêîãî. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèì, ÷òî çàäàíî ñïèí-òåíçîðíîå
ïîëå.

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå ïðåäñòàâëåíèå Ëîðåíöà x′µ = Λµ
νx

ν + aµ è
ïóñòü ϕa1...anȧ1...ȧm

(x) ñïèí-òåíçîðíîå ïîëå. Êîìïîíåíòû ñïèí-òåíçîðíîãî
ïðåîáðàçóþòñÿ îòíîñèòåëüíî íåîäíîðîäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà â
âèäå

ϕ′a1...anȧ1...ȧm
(x′) = Na1

b1 . . . Nan

bnN ∗
ȧ1

ḃ1 . . . N ∗
ȧm

ḃmϕb1...bnḃ1...ḃm
(x)

Íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëîðåíöà çàäàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå
ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íûõ ïî íåòî÷å÷íûì è òî÷å÷íûì èíäåêñàì ñïèí-
òåíçîðíûõ ïîëåé âèäà ϕ(a1...an)(ȧ1...ȧm)(x) êîòîðûå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì
îáîçíà÷àòü ϕa(n)ȧ(m)(x). Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ çàïèøåì â ôîðìå:

ϕ′a(n)ȧ(m)(x
′) = Ra(n)ȧ(m)

b(n)ḃ(m)ϕb(n)ḃ(m)(x) (205)

ãäå îáîçíà÷åíî

Ra(n)ȧ(m)
b(n)ḃ(m) = N(a1

(b1 . . . Nan)
bn)N ∗

(ȧ1

(ḃ1 . . . N ∗
ȧm)

ḃm) (206)

Èç ñîîòíîøåíèÿ x′µ = Λµ
νx

ν + aµ ñëåäóåò, ÷òî xµ = (Λ−1)µ
ν(x

′ν − aµ). Â
ñîîòíîøåíèè (205) âûðàçèì xµ ÷åðåç x′µ ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó ñîîòíîøå-
íèþ, à ïîòîì ïåðåîáîçíà÷èì x′µ íà xµ. Ïîëó÷èì

ϕ′a(n)ȧ(m)(x) = Ra(n)ȧ(m)
b(n)ḃ(m)(Λ−1)(x− a) (207)
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Íàéäåì áåñêîíå÷íî ìàëóþ ôîðìó ñîîòíîøåíèÿ (207). Çàïèøåì Λµ
ν =

δµ
ν +ωµ

ν è Ra(n)ȧ(m)
b(n)ḃ(m) = 1a(n)ȧ(m)

b(n)ḃ + i
2ω

µν(Sµν)a(n)ȧ(m)
b(n)ḃ(m). Çäåñü

Sµν - ãåíåðàòîðû ãðóïïû Ëîðåíöà â ñïèí-òåíçîðíîì ïðåäñòàâëåíèè.
Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (207) â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî áåñêîíå÷íî ìàëûì ïà-
ðàìåòðàì ωµν è aµ ïîëó÷èì

ϕ′a(n)ȧ(m)(x) = (1 +
i

2
ωµνSµν)a(n)ȧ(m)

b(n)ḃ(m)(ϕb(n)ḃ(m)(x)−

− aµ∂µϕb(n)ḃ(m)(x)− ωµ
νx

ν∂µϕa(n)ȧ(m)(x)) =

= ϕa(n)ȧ(m)(x) + iaµPµϕa(n)ȧ(m)(x) +

+
i

2
ωµν(Jµν)a(n)ȧ(m)

b(n)ḃ(m)ϕb(n)ḃ(m)(x) (208)

Çäåñü

(Pµ)a(n)ȧ(m)
b(n)ḃ(m) = 1a(n)ȧ(m)

b(n)ḃi∂µ (209)

(Jµν)a(n)ȧ(m)
b(n)ḃ(m) = 1a(n)ȧ(m)

b(n)ḃ(ηνλx
λi∂µ − ηµλx

λi∂ν) +

+ (Sµν)a(n)ȧ(m)
b(n)ḃ(m) (210)

Ñîîòíîøåíèå (208) çàäàåò ïðåîáðàçîâàíèå ñïèí-òåíçîðíîãî ïîëÿ ïðè áåñ-
êîíå÷íî ìàëûõ íåîäíîðîäíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà. Îïåðàòîð Pµ

(209) åñòü ãåíåðàòîð òðàíñëÿöèé, à îïåðàòîð Jµν (210) åñòü ãåíåðàòîð
ëîðåíöåâñêèõ âðàùåíèé â ñïèí-òåíçîðíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïðè ýòîì

Jµν = Lµν + Sµν

ãäå

Lµν = 1(ηνλx
λPµ − ηµλx

λPν) (211)

Èç (208) âèäíî, ÷òî Sµν - ýòî âêëàä â îïåðàòîð Jµν, îáóñëîâëåííûé ïðå-
îáðàçîâàíèåì êîìïîíåíò ñïèí-òåíçîðà ïðè ôèêñèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ
xµ.

Íàøà öåëü ñîñòîèò â íàõîæäåíèè óñëîâèé ïðè êîòîðûõ ñïèí-
òåíçîðíîå ïîëå ñîîòâåòñòâóåò íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû
Ïóàíêàðå. Ìû íå áóäåì èçó÷àòü ïîäðîáíî îáùèé ñëó÷àé, à ðàññìîòðèì
òîëüêî îñíîâíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè:
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a Ïóñòü ÷èñëî òî÷å÷íûõ è íåòî÷å÷íûõ èíäåêñîâ ñïèí òåíçîðà ñîâïà-
äàëè. Â ýòîì ñëó÷àå ñïèí-òåíçîð ìîæíî êîíâåðòèðîâàòü â òåíçîð âèäà
ϕµ1...µn

. Óñëîâèå òîãî, ÷òî ýòîò òåíçîð ñîîòâåòñòâóåò íåïðèâîäèìîìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ ãðóïïû Ëîðåíöà åñòü ϕµ1...µn

= ϕ(µ1...µn) è η
µ1µnϕµ1µ2µ3...µn

= 0.
Òî åñòü ðàññìàòðèâàåìûé òåíçîð äîëæåí áûòü ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íûì
è áåññëåäîâûì.

Ïóñòü ϕµ1...µn
(x) ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íîå áåññëåäîâîå òåíçîðíîå ïî-

ëå. Ïðè íåîäíîðîäíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà îíî ïðåîáðàçóåòñÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì âûðàæåíèåì (208) â âèäå

δϕµ1...µn
(x) = iaµ(Pµ)µ1...µn

ν1...νnϕν1...νn
(x) +

+
i

2
ωµν(Jµν)µ1...µn

ν1...νnϕν1...νn
(x) (212)

Çäåñü

(Pµ)a(n)ȧ(m)
b(n)ḃ(m) = δ(µ1

ν1 . . . δµn)
νni∂µ (213)

Jµν = Lµν + Sµν (214)

ãäå Lµν èìååò âèä (211), à ÿâíûé âèä ãåíåðàòîðà Sµν çàâèñèò îò ðàíãà
òåíçîðíîãî ïîëÿ ϕµ1...µn

(x).
Äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ Pµ (213) è Jµν (214) ïîñòðîèì îïåðàòîð Êàçèìèðà
W 2 è ïîäåéñòâóåì èì íà òåíçîðíîå ïîëå ϕµ1...µn

(x). Ñîãëàñíî ðàññìîò-
ðåííîé âûøå îáùåé òåîðèè, â íåïðèâîäèìîì ìàññèâíîì ïðåäñòàâëåíèè
ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà Êàçèìèðà åñòü −m2s(s+ 1), ãäå s - ñïèí,
îòâå÷àþùèé äàííîìó íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Ìû íå áóäåì
ïðîâîäèòü îáùèé àíàëèç, à îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî âåêòîðíûì ïîëåì ϕµ(x).
Îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëüíîå òåíçîðíîå ïîëå áóäåò î÷åâèäíûì.

Â ñëó÷àå âåêòîðíîãî ïîëÿ ϕµ(x) ÿâíûé âèä ãåíåðàòîðà Jµν áûë ïîëó-
÷åí â ðàçäåëå 1.6:

(Jαβ)
µ
ν = (Lαβ)

µ
ν + (Sαβ)

µ
ν

(Lαβ)
µ
ν = δµ

ν(ηβλx
λPα − ηαλx

λPβ) (215)

(Sαβ)
µ
ν = i(δβ

µηαν − δα
µηβν)
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è ñîãëàñíî (213)

(Pαβ)
µ
ν = δµ

νi∂α (216)

Ââåäåì âåêòîð Ïàóëè-Ëþáàíüñêîãî

Wµ =
1

2
εµαβγP

αJβγ =
1

2
εµαβγP

α(Lβγ + Sβγ) =

=
1

2
εµαβγP

α(xγP β − xβP γ + Sβγ) =
1

2
εµαβγP

αSβγ (217)

Ïîýòîìó îïåðàòîð Êàçèìèðà èìååò âèä

W 2 = W µWµ =
1

4
εµαβγPαSβγεµλρσP

λSρσ =
1

4
εµαβγεµλρσPαP

λSβγS
ρσ

Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì

εµαβγεµλρσ = −det

 δα
λ δα

ρ δα
σ

δβ
λ δβ

ρ δβ
σ

δγ
λ δγ

ρ δγ
σ

 =

= −(δα
λδ

β
ρδ

γ
σ − δα

λδ
β

σδ
γ
ρ − δα

ρδ
β

λδ
γ
σ +

+ δα
ρδ

β
σδ

γ
λ + δα

σδ
β

λδ
γ
ρ − δα

σδ
β

ρδ
γ
λ)

Ïîýòîìó

W 2 = −1

4
(δα

λδ
β

ρδ
γ
σ − δα

λδ
β

σδ
γ
ρ − δα

ρδ
β

λδ
γ
σ +

+ δα
ρδ

β
σδ

γ
λ + δα

σδ
β

λδ
γ
ρ − δα

σδ
β

ρδ
γ
λ)SβγS

ρσPαP
λ =

= −1

4
(SβγS

βγPαP
α − SβγS

γβPαP
α − SβγS

αγPαP
β +

+ SβγS
αβPαP

γ + SβγS
γαPαP

β − SβγS
βαPαP

γ) =

= −1

2
(SβγS

βγP 2 + SβγS
αβPαP

γ + SβγS
γαPαP

β) (218)
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Òåïåðü ïîäåéñòâóåì ýòèì îïåðàòîðîì íà âåêòîðíîå ïîëå ϕµ(x). Èìååì

(SβγS
βγ)ϕµ =

= (Sβγ)
µ
λ(S

βγ)λ
νϕ

ν = −(δγ
µηβλ − δβ

µηγλ)(η
γλδβ

ν − ηβλδγ
ν)ϕ

ν =

= −(δµ
ν − 4δµ

ν − 4δµ
ν + δµ

ν)ϕ
ν = 6δµ

νϕ
ν = 6ϕµ

(SβγS
αβ)ϕµ =

= (Sβγ)
µ
λ(S

αβ)λ
νϕ

ν = −(δγ
µηβλ − δβ

µηγλ)(η
βλδα

ν − ηαλδβ
ν)ϕ

ν =

= −(4δµ
γδ

α
ν − δµ

γδ
α

ν − δµ
γδ

α
ν + δµ

νδ
α

γ)ϕ
ν =

= −(2δµ
γδ

α
ν + δµ

νδ
α

γ)ϕ
ν

(SβγS
γα)ϕµ =

= (Sβγ)
µ
λ(S

γα)λ
νϕ

ν = −(δγ
µηβλ − δβ

µηγλ)(η
αλδγ

ν − ηγλδα
ν)ϕ

ν =

= −(δµ
νδ

α
β − δµ

βδ
α

ν − δµ
βδ

α
ν + 4δβ

µδα
ν)ϕ

ν =

= −(2δµ
βδ

α
ν + δµ

νδ
α

β)ϕ
ν

C ó÷åòîì ýòèõ ðàâåíñòâ

W 2ϕµ = −1

2

(
6P 2ϕµ − 2P µPαϕ

α − P 2ϕµ − 2P µPαϕ
α − P 2ϕµ

)
=

= −2P 2ϕµ + 2P µPαϕ
α (219)

Â ïðîñòðàíñòâå íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

W 2ϕµ = −m2s(s+ 1)ϕµ (220)

ãäå s - ñïèí, ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîðíîìó ïîëþ. Â ðàññìàòðèâàåìîì
ïðåäñòàâëåíèè Pµ = i∂µ. Ïîýòîìó P 2 = −∂µ∂µ = −�. Ñîîòíîøåíèå
(219) ïåðåïèøåòñÿ òàê

W 2ϕµ = −2(−�ϕµ)− 2∂µ∂νϕ
ν

Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé

�ϕµ −m2ϕµ = 0

∂νϕ
ν = 0 (221)

Òîãäà

W 2ϕµ = −m21(1 + 1)ϕµ (222)
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Ñðàâíèâàÿ (222) c (220) çàêëþ÷àåì, ÷òî s = 1. Óñëîâèå P 2ϕµ = m2ϕµ,
ýòî îäíî èç óñëîâèé ìàññèâíîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, âåêòîðíîå ïîëå ñîîòâåòñòâóåò íåïðèâîäèìîìó ìàññèâíîìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ ãðóïïû Ïóàíêàðå ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ
(221). Ïåðâîå èç ýòèõ óñëîâèé îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîð-
íîãî ïîëÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Êëåéíà -Ãîðäîíà. Âòîðîå óñëîâèå,
îçíà÷àåò, ÷òî äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Àíàëèç äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ ϕµ1...µn(x) ïðîâîäèòñÿ àíà-
ëîãè÷íî. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íûé
òåíçîð, òî ÷àñòü âû÷èñëåíèé äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè òîëüêî äëÿ îäíîãî èí-
äåêñà, çàôèêñèðîâàâ âñå îñòàëüíûå. Òîãäà çàäà÷à ïî ñóùåñòâó ñâîäèòñÿ
ê ðàññìîòðåííîìó âûøå âåêòîðíîìó ïîëþ è äàåò (�+m2)ϕµ1...µn(x) = 0,
∂µ1

ϕµ1...µn(x) = 0. Ïåðâîå èç ýòèõ óñëîâèé - ýòî óñëîâèå, îïðåäåëÿþùåå
íåïðèâîäèìîå ìàññèâíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ó÷åò îñòàëüíûõ èíäåêñîâ â ñî-
îòíîøåíèè äëÿ W 2ϕµ1...µn ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

W 2ϕµ1...µn = −m2n(n+ 1)ϕµ1...µn (223)

Ïðè÷åì èìååò ìåñòî óñëîâèÿ

ϕµ1...µn(x) = ϕ(µ1...µn)(x)

(� +m2)ϕµ1...µn(x) = 0 (224)

ηµ1µ2ϕµ1µ2µ3...µn
(x) = 0

∂µ1
ϕµ1...µn(x) = 0

Ñîîòíîøåíèå (223) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèé (224) òåíçîðíîå ïîëå n-ãî ðàíãà îïèñûâàåò íåïðèâîäèìîå ìàñ-
ñèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå.

b Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ñïèí-òåíçîðíûõ ïîëåé âèäà
ϕ(a1...an a)(ȧ1...ȧn)(x) è χ(a1...an)(ȧ1...ȧn ȧ)(x). Ýòè ïîëÿ ñîîòâåòñòâóþò íåïðè-
âîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû Ëîðåíöà

(
n+1

2 , n
2

)
è

(
n
2 ,

n+1
2

)
ñîîòâåò-

ñòâåííî. Â äâóõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî íåòî÷å÷íûõ è òî÷å÷íûõ èíäåêñîâ
îòëè÷àåòñÿ íà åäèíèöó. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì (133), êàæäîé ïàðå
ñïèíîðíûõ èíäåêñîâ - íåòî÷å÷íîìó è òî÷å÷íîìó ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð-
íûé èíäåêñ. Ïðîâåäÿ êîíâåðñèþ ñïèíîðíûõ èíäåêñîâ â âåêòîðíûå ïîëó-

81



÷èì ϕµ1...µn a(x) è χµ1...µn ȧ(x). Ýòè âûðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ òåíçîðíûìè
ñïèíîðàìè.

Âûÿñíèì ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ òåíçîðíûå ñïèíîðû ðåàëèçóþò íåïðè-
âîäèìîå ìàññèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå. Íà÷íåì ñ ïðîñòîãî
ñëó÷àÿ, êîãäà n = 0, òî åñòü èçó÷èì ϕa(x) è χȧ(x). Äëÿ ýòîãî íàäî ïîäåé-
ñòâîâàòü íà äàííûå ïîëÿ îïåðàòîðàìè Êàçèìèðà è íàéòè èõ ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ. Âî-ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî îäíèì èç îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà ÿâëÿ-
åòñÿ P 2. Â ñïèí-òåíçîðíîì ïðåäñòàâëåíèè Pµ = i∂µ. Ïîýòîìó óñëîâèå
P 2ϕa = m2ϕa ïðèíèìàåò âèä

(� +m2)ϕa(x) = 0 (225)

Àíàëîãè÷íî

(� +m2)χȧ(x) = 0 (226)

Òî åñòü êàæäàÿ èç êîìïîíåíò ϕa(x), χȧ(x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâ-
íåíèþ Êëåéíà-Ãîðäîíà.

Îáðàòèìñÿ êî âòîðîìó îïåðàòîðó Êàçèìèðà W 2 = W µWµ. Âåêòîð
Ïàóëè-Ëþáàíüñêîãî èìååò âèä

Wµ =
1

2
εµαβγP

αJβγ =
1

2
εµαβγP

αSβγ

Âñå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïðîñòîòû ïðîâîäèì â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå Pα =
(m, 0, 0, 0). Òîãäà

Wµ =
m

2
εµ0ijS

ij =
m

2
εµ0ijSij

Îòñþäà

W0 = 0

Wi =
m

2
εi0jkSjk = −m

2
εijkSjk (227)

Ïîýòîìó

W 2 = −W1
2 −W2

2 −W3
2 = −m

2

4
εijkSjk εimnSmn
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Çàéìåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ýòîãî âûðàæåíèÿ. Èñïîëüçóåì òîæäåñòâî

εijkεimn = δjmδkn − δjnδkm

Òîãäà

W 2 = −m
2

4
(δjmδkn − δjnδkm)Sjk Smn =

= −m
2

4
(SjkSjk − SjkSkj) = −m

2

2
SjkSjk

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãåíåðàòîðû ãðóïïû Ëîðåíöà â ôóíäàìåíòàëü-
íîì ïðåäñòàâëåíèè åñòü Sµν = −σµν. Òîãäà

W 2ϕa =
m2

2
(σjk)a

b(σjk)b
cϕc (228)

Ðàññìîòðèì

σjkσjk =
1

16
(σjσ̃k − σkσ̃j)(σjσ̃k − σkσ̃j) =

1

8
(σjσ̃kσjσ̃k − σkσ̃jσjσ̃k)

Âûðàæåíèå σjσ̃kσjσ̃k ïðåîáðàçóåì òàê

σjσ̃kσjσ̃k = σj(σ̃kσj + σ̃jσk︸ ︷︷ ︸
−2δik

)σ̃k − σjσ̃jσ̃kσkσ̃k = −2σjσ̃j − σjσ̃jσ̃kσkσ̃k

Èç òîæäåñòâà σiσ̃j + σjσ̃i = −2δijσ0 ñëåäóåò, ÷òî σjσ̃j + σjσ̃j = −2δiiσ0

èëè σjσ̃j = −3σ0. Òîãäà σjσ̃kσjσ̃k = 6σ0 − 9σ0 = −3σ0. Äàëåå σkσ̃jσjσ̃k =
σk(σ̃jσj)σ̃k = −3σkσ̃k = 9σ0. Â ðåçóëüòàòå

σjkσjk =
1

8
(−3σ0 − 9σ0) = −3

2
σ0

Ïîýòîìó

W 2ϕa = −3m2

4
ϕa = −m2

(
1

2

) (
1

2
+ 1

)
ϕa (229)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëþ ϕa(x) ñîîòâåòñòâóåò ñïèí s = 1
2 . Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëþ χȧ(x) òàêæå ñîîòâåòñòâóåò ñïèí s =
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1
2 . Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (225), (226) ïîëÿ ϕa(x),
χȧ(x) ñîîòâåòñòâóþò íåïðèâîäèìûì ìàññèâíûì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû
Ïóàíêàðå.

Àíàëèç îáùåãî ñëó÷àÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òðóäîåìêèì è ìû ïðè-
âåäåì òîëüêî îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Òåíçîðíûå ñïèíîðû îïèñûâà-
þò íåïðèâîäèìîå ìàññèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå ñî ñïèíîì
s = n+ 1

2 ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(� +m2)ϕµ1...µn a(x) = 0

ϕµ1...µn a(x) = ϕ(µ1...µn) a(x)

ηµ1µ2ϕµ1µ2µ3...µn a(x) = 0 (230)

∂µ1ϕµ1µ2...µn a(x) = 0

(σ̃µ1)ȧaϕµ1...µn a(x) = 0

Óñëîâèÿ íà χȧ(x) ïîëó÷àþòñÿ èç (230) çàìåíîé ϕa(x) íà χȧ(x) è çàìå-
íîé (σ̃µ1)ȧa íà (σµ1)aȧ â ïîñëåäíåì èç ñîîòíîøåíèé (230). Ýòî ïîñëåäíåå
ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì ñèãìà-áåññëåäîâîñòè.

c Îáðàòèìñÿ ê áåçìàññîâûì ïðåäñòàâëåíèÿì. Ìû íå áóäåì ïðîâî-
äèòü îáùèé àíàëèç, à îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî âåêòîðíûì ïîëåì Aµ(x) è
ñïèíîðàìè ϕa(x), χȧ(x). Óñëîâèå P

2 = 0 äàåò �ϕa(x) = 0, �χȧ(x) = 0,
�Aµ(x) = 0. Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûÿñíèòü êàêèå ñïèðàëüíî-
ñòè ñîîòâåòñòâóþò ýòèì ïîëÿì. Âû÷èñëåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü â ñèñòåìå
îòñ÷åòà ãäå èìïóëüñ Pµ = (E, 0, 0, E).

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 1.7.3 â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòàW1 = −ER1,
W2 = ER2, W3 = −EJ12. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ, â
êîòîðîì R1 = R2 = 0. Çàìåòèì, ÷òî ðàíåå ìû ïèñàëè W3 = −EJ12,
íî ïîñêîëüêó Jµν = Lµν + Sµν è Lµν âûïàäàåò èç âûðàæåíèÿ äëÿ Wµ,
òî ðåàëüíî W3 = −ES12. Ñïèðàëüíîñòü λ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà ñïèðàëüíîñòè h, êîòîðûé â âûáðàííîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà åñòü −S12. Çàïèøåì −S12 â ÿâíîì âèäå, èìååì −S12 = iσ12 =
− i

4(σ1σ̃2 − σ2σ̃1) = i
4(σ1σ2 − σ2σ1) = − i

2σ3. Îòñþäà

−S12 = −1

2

(
1 0
0 −1

)
(231)
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Ìû âèäèì, ÷òî ìàòðèöà −S12 èìååò äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ±1
2 . Òî

åñòü ïîëþ ϕa(x) ñîîòâåòñòâóþò ñïèðàëüíîñòè λ = 1
2 , λ = −1

2 . Àíàëîãè÷íî
ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëþ χȧ(x) òàêæå ñîîòâåòñòâóþò ñïèðàëüíîñòè λ = 1

2 ,
λ = −1

2 . Òàêèì îáðàçîì, ïîëÿ ϕa(x), χȧ(x), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíè-
ÿì

�ϕa(x) = 0, �χȧ(x) = 0

îïèñûâàþò áåçìàññîâîå ïðåäñòàâëåíèå ñî ñïèðàëüíîñòÿìè ±1
2 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü âåêòîðíîå ïîëå. Óñëîâèÿ W 2Aµ = 0 â (221) ïðè
m2 = 0, äàåò

�Aµ(x) = 0

∂µAµ(x) = 0 (232)

Âûÿñíèì êàêèå ñïèðàëüíîñòè îòâå÷àþò ïîëþ Aµ(x). Îïåðàòîð (Sαβ)µ
ν

â âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè åñòü i(ηβµδα
ν − ηαµδβ

ν). Òîãäà îïåðàòîð ñïè-
ðàëüíîñòè â âûáðàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà èìååò âèä:

−(S12)µ
ν = −i(δ1νη2µ − δ2

νη1µ)

Âûïèøåì çäåñü ÿâíî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû. ßñíî, ÷òî âñå äèàãîíàëü-
íûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îáðàùàþòñÿ â íîëü. (−S12)i

1 = −iη2i = iδ2i,
(−S12)i

2 = iη1i = −iδ1i, (−S12)0
ν = 0, (−S12)3

ν = 0. Òàêèì îáðàçîì

−S12 = i


0 0 0 0
0 0 −1 0
0 +1 0 0
0 0 0 0


Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (−S12)µ

νAν = λAµ. Èìååì

i


0 0 0 0
0 0 −1 0
0 +1 0 0
0 0 0 0



A0

A1

A2

A3

 = λ


A0

A1

A2

A3
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èëè 
0

−A2

A1

0

 = −iλ


A0

A1

A2

A3


Îòñþäà A0 = 0, A3 = 0, A2 = +iλA1, A1 = −iλA2. Èç ïîñëåäíèõ äâóõ
óðàâíåíèé íàõîäèì A2 = (−iλ)iλA2 èëè λ2 = 1, λ = ±1. Òàêèì îá-
ðàçîì, áåçìàññîâîìó âåêòîðíîìó ïîëþ ñîîòâåòñòâóþò äâå ñïèðàëüíîñòè
λ = 1 è λ = −1. Â ðåçóëüòàòå, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (232) âåêòîðíîå
ïîëå îïèñûâàåò äâà áåçìàññîâûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
Ïóàíêàðå ñî ñïèðàëüíîñòÿìè λ = 1 è λ = −1.

Îáùèé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ íà ïîëÿ, îïðåäåëÿþùèå íåïðè-
âîäèìûå áåçìàññîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç óñëîâèé, îïðåäåëÿ-
þùèõ ìàññèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, åñëè â ïîñëåäíèõ ïîëîæèòü m = 0.

10 Ðåëÿòèâèñòñêèå âîëíîâûå óðàâíåíèÿ

Ðåëÿòèâèñòñêèìè âîëíîâûìè óðàâíåíèÿìè íàçûâàþòñÿ ëîðåíö-
êîâàðèàíòíûå ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå
ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëåé, ðåàëèçóþùèõ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå.
Îíè òàêæå íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâîáîäíûõ ïîëåé. Ìû îá-
ñóäèì ïðîñòåéøèå èç òàêèõ óðàâíåíèé.

10.1 Óðàâíåíèå Êëåéíà -Ãîðäîíà

Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííîå ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ(x). Îíî îòâå÷àåò ïðåä-
ñòàâëåíèþ (0, 0) ãðóïïû Ëîðåíöà. Ñîîòâåòñòâóþùèé ãåíåðàòîð ãðóï-
ïû Ëîðåíöà â ýòîì ñëó÷àå Jµν = Lµν = (xνpµ − xνpµ). ýòî çíà÷èò
âåêòîð Ïàóëè -Ëþáàíüñêîãî â ñêàëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè åñòü Wµ =
1
2εµναβP

νJαβ = 1
2εµναβP

ν(xβP α − xαP β) = 0. Ïîýòîìó ñïèí ñêàëÿð-
íîãî ïîëÿ ðàâåí íóëþ.Óñëîâèÿ îïðåäåëÿþùèå ìàññèâíîå íåïðèâîäèìîå
ïðåäñòàâëåíèå P 2 = m2 ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â ñêàëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè
Pµ = i∂µ âåäåò ê óðàâíåíèþ
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(� +m2)ϕ(x) = 0 (233)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Êëåéíà-Ãîðäîíà. Ïðè íóëåâîé
ìàññå èç (233) ñëåäóåò âîëíîâîå óðàâíåíèå.

10.2 Óðàâíåíèÿ Âåéëÿ

Ðàññìîòðèì ñïèíîðíûå ïîëÿ ϕa(x), χȧ(x), ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïî ïðåä-
ñòàâëåíèÿì (1

2 , 0), (0, 1
2) ãðóïïû Ëîðåíöà ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ïîëÿ îò-

âå÷àþò íåïðèâîäèìûì áåçìàññîâûì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïï Ïóàíêàðå ñî
ñïèðàëüíîñòÿìè ±1

2 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

�ϕa(x) = 0

�χȧ(x) = 0

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëîðåíö-êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ϕa(x), χȧ(x)
ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû òîëüêî èç ∂µϕa(x), ∂µχȧ(x) è èíâàðèàíòíûõ âåëè-
÷èí ãðóïïû Ëîðåíöà σµ, σ̃µ, ηµν è ò.ä. Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ êîòîðûå
ôîðìóëèðóþòñÿ â ýòèõ òåðìèíàõ åñòü

i(σ̃µ)ȧa∂µϕa = 0

i(σµ)aȧ∂µχ
ȧ = 0 (234)

Ïîêàæåì, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ âåäóò ê óðàâíåíèÿì Êëåéíà-Ãîðäîíà äëÿ
êàæäîé êîìïîíåíòû ϕa(x), χȧ(x). Ïîäåéñòâóåì íà ïåðâîå óðàâíåíèå îïå-
ðàòîðîì −i(σν)bȧ∂ν, èìååì

(σνσ̃µ)b
a∂ν∂µϕa = 0

Îòñþäà

1

2
(σνσ̃µ + σµσ̃ν)b

a∂µ∂νϕa = ηµν∂µ∂νϕb = �ϕb = 0

Àíàëîãè÷íî, äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì −i(σ̃ν)ḃa∂ν íà âòîðîå èç óðàâíåíèé
(234), ïîëó÷èì �χȧ = 0. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (234) ñîãëàñîâàíû ñ
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óñëîâèÿìè íåïðèâîäèìîñòè P 2 = 0 äëÿ áåçìàññîâûõ ýëåìåíòàðíûõ ñè-
ñòåì. Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Âåéëÿ.

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ áåçìàññîâûå ïîëÿ ϕa(x),
χȧ(x) ñîäåðæàò äâå ñïèðàëüíîñòè. Îäíàêî ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêò, ÷òî ýòè
ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà, íàêëàäûâàåò äîïîë-
íèòåëüíûå óñëîâèÿ íà îòâå÷àþùèå èì ñïèðàëüíîñòè. Ðàññìîòðèì óðàâ-
íåíèÿ Âåéëÿ äëÿ ïîëÿ ϕa(x) è ñîâåðøèì â íåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

ϕa(x) =

∫
d4p

(2π)4e
−ipxϕ̃a(p)

Òîãäà ïîëó÷èì

(σ̃µ)ȧapµϕ̃a(p)

èëè

[(σ̃0)ȧap0 + (σ̃i)ȧapi]ϕ̃a(p)

èëè

(σ0p0 + (σ̃i)pi)ϕ̃a(p) = 0

Îòñþäà

~σ~p

|~p|
ϕ̃a(p) = −ϕ̃a(p) (235)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî σ̃i = −σ̃i = σi è ÷òî äëÿ áåçìàññîâûõ ñèñòåì p0 = |~p|.
Ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå ~σ~p

|~p| ñâÿçàíî ñ îïåðàòîðîì ñïèðàëüíîñòè â ôóí-

äàìåíòàëüíîì ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (199)
îïåðàòîð ñïèðàëüíîñòè åñòü

h =
~J~p

|~p|
=
~S~p

|~p|

Îïåðàòîð ~S ñ êîìïîíåíòàìè Si îïðåäåëåí êàê

Si = −1

2
εijkSjk
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ãäå Sjk = −i(σjk) - ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû ãåíåðàòîðà ëîðåíöîâ-
ñêèõ âðàùåíèé â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè. Òîãäà

Si = − i
8
εijk(σjσ̃k − σkσ̃j) = +

i

8
εijk[σj, σk] =

= −1

4
εijkεjklσl = −1

4
εjkiεjklσl (236)

Íî εijkεjkl = δkkδil− δklδik = 3δie− δie = 2δie. Îòñþäà Si = −1
2σi. Ïîýòîìó

~σ~p

|~p0|
= −2

~S~p

|~p|
= −2h

C ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, óðàâíåíèå (235) ïðèíèìàåò âèä

hϕa(x) =
1

2
ϕa(x) (237)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëå ϕa(x), óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ Âåéëÿ, ñîäåð-
æèò òîëüêî îäíó ñïèðàëüíîñòü λ = 1

2 . Äðóãèìè ñëîâàìè óðàâíåíèå Âåéëÿ
îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå íåïðèâîäèìîãî áåçìàññîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû Ïóàíêàðå ñî ñïèðàëüíîñòüþ λ = 1

2 .
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå Âåéëÿ äëÿ

χȧ(x) îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå íåïðèâîäèìîãî áåçìàññîâîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå ñî ñïèðàëüíîñòüþ λ = −1

2 .
Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ÷åòíîñòè ïåðåâîäèò ïðåäñòàâëåíèå (1

2 , 0)
â ïðåäñòàâëåíèå (0, 1

2) è íàîáîðîò. Ïîýòîìó êàæäîå èç óðàâíåíèé Âåéëÿ
íå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííûõ îòðàæåíèé.

10.3 Óðàâíåíèå Äèðàêà

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ðåëÿòèâèñòñêîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
ìàññèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé ñî ñïèíîì s = 1

2 . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñ ñàìî-
ãî íà÷àëà, ÷òî èñêîìîå óðàâíåíèå äîëæíî áûòü èíâàðèàíòíûì îòíîñè-
òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷åòíîñòè è ïîýòîìó âêëþ÷àòü äâà ïðåäñòàâëåíèÿ
(1

2 , 0) è (0, 1
2). Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïîñòðîå-

íî èç ñïèíîðîâ ϕa, χȧ ïðîèçâîäíûõ ∂µ, èíâàðèàíòíûõ îáúåêòîâ ãðóïïû
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Ëîðåíöà σ, σ̃, ηµν è ñîäåðæàòü ìàññó m. Åäèíñòâåííî âîçìîæíûé ÷ëåí
ñ ïðîèçâîäíîé ïîëÿ ϕ(x) èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â óðàâíåíèè Âåéëÿ,
i(σ̃µ)ȧa∂µϕa(x). ßñíî, ÷òî äîáàâèòü ê íåìó ñëàãàåìîå ëèíåéíîå ïî ïîëþ
ϕa(x) è ëèíåéíîå ïî ìàññå íå âîçìîæíî, ïîñêîëüêó íåò ñîîòâåòñòâóþùèõ
èíâàðèàíòíûõ îáúêòîâ ãðóïïû Ëîðåíöà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ
íåîáõîäèìîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ïîìèìî ïîëÿ ϕa(x) èñïîëüçîâàòü ïîëå
χ̇a(x). Àíàëîãè÷íî, â óðàâíåíèè äëÿ χ̇a(x) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïîëå
ϕa(x) . Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé

i(σ̃µ)ȧa∂µϕa(x)−mχȧ(x) = 0 (238)

i(σµ)aȧ∂µχ
ȧ(x)−mϕa(x) = 0

Äîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèÿ (239) ïðèâîäÿò ê ïðàâèëüíûì óñëîâèÿì ìàñ-
ñîâîé íåïðèâîäèìîñòè (� +m2)ϕa = 0, (� +m2)χȧ = 0. Ïîäåéñòâóåì íà
ïåðâîå èç óðàâíåíèé (239) îïåðàòîðîì −i(σν)bȧ∂ν, ïîëó÷èì

(σνσ̃µ)b
a∂ν∂µϕa + im(σν)bȧ∂νχ

ȧ = 0 (239)

Âûðàæåíèå i(σν)bȧ∂νχ
ȧ âûðàçèì èç âòîðîãî èç óðàâíåíèé (239) â âèäå

i(σν)bȧ∂νχ
ȧ = mϕb

è ïîñòàâèì â (239). Òîãäà ïîëó÷èì

1

2
(σνσ̃µ + σµσ̃ν︸ ︷︷ ︸

2ηµνσ0

)b
a∂ν∂µϕa +m2ϕb = 0

Îòñþäà (� + m2)ϕa(x) = 0. Óñëîâèå ìàññîâîé íåïðèâîäèìîñòè âûïîë-
íåíî. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç óðàâíåíèé (239)
ñëåäóåò (� +m2)χȧ(x) = 0, òî åñòü óñëîâèå ìàññîâîé íåïðèâîäèìîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé (239) ôîðìèðóåò ðåëÿòèâèñòñêîå
âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ìàññèâíîãî ïîëÿ ñî ñïèíîì s = 1

2 . Îáðàòèì âíè-
ìàíèå, ÷òî â îòëè÷èå îò áåçìàññîâîãî ñëó÷àÿ, óðàâíåíèÿ (239) âêëþ÷àþò
äâà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ (1

2 , 0) è (0, 1
2) ãðóïïû Ëîðåíöà.

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (239) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå îäíîãî ìàòðè÷íîãî
óðàâíåíèÿ [

i

(
0 σµ

σ̃µ 0

)
∂µ −m

(
σ0 0
0 σ̃0

)] (
ϕ

χ

)
= 0 (240)
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Ââåäåì ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûé ñòîëáåö

ψ =

(
ϕa

χȧ

)
(241)

è ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè 4× 4

γµ =

(
0 σµ

σ̃µ 0

)
(242)

Òîãäà óðàâíåíèå (240) ïðèìåò âèä

iγµ∂µψ −mψ = 0 (243)

Óðàâíåíèå (243) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíîâíóþ ôîðìó çàïèñè ðåëÿòè-
âèñòñêîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ìàññèâíîãî ïîëÿ ñî ñïèíîì s = 1

2 .
Îíî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Äèðàêà. Ìàòðèöà γµ (242) íàçûâàåòñÿ ìàò-
ðèöàìè Äèðàêà. Ñòîëáåö ψ (241) íàçûâàåòñÿ äèðàêîâñêèì ñïèíîðîì èëè
áèñïèíîðîì

Ðàññìîòðèì

γµγν + γνγµ =

(
σµσ̃ν + σνσ̃µ 0

0 σ̃µσν + σ̃νσµ

)
=

=

(
2ηµνσ0 0

0 2ηµνσ̃0

)
= 2ηµνI

ãäå I - åäèíè÷íàÿ 4× 4 ìàòðèöà, Èòàê

γµγν + γνγµ = 2ηµνI. (244)

Ñîîòíîøåíèå (244) âûðàæàåò îñíîâíîå ñâîéñòâî ìàòðèö Äèðàêà.
Âûÿñíèì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ äèðàêîâñêîãî ñïèíîðà ïðè ïðåîáðàçî-

âàíèÿõ Ëîðåíöà. Èçâåñòíî, ÷òî

δϕa =
i

2
ωµν(−iσµν)a

bϕb

δχȧ =
i

2
ωµν(−iσ̃µν)

ȧ
ḃϕ

ḃ
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Ïîýòîìó

δψ =
i

2
ωµν

(
−iσµν 0

0 −iσ̃µν

) (
ϕ

χ

)
=
i

2
ωµνΣµνψ (245)

Çäåñü

Σµν = −i
(
σµν 0
0 σ̃µν

)
= −i

(
i
4(σµσ̃ν − σνσ̃µ) 0

0 i
4(σ̃µσν − σ̃νσµ)

)
=

=
i

4
(γµγν − γνγµ) (246)

Ìàòðèöà Σµν (246) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåíåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèé
Ëîðåíöà äèðàêîâñêèõ ñïèíîðîâ.

Ïóñòü ψ-äèðàêîâñêèé ñïèíîð. Ââåäåì ÷åòûðåõêîìïîíåíòíóþ ñòðîêó
ψ̄ ïî ïðàâèëó

ψ̄ = ψ+γ0 (247)

Âûðàæåíèå ψ̄ (246) íàçûâàåòñÿ äèðàêîâñêè ñîïðÿæåííûì ñïèíîðîì.
Âûðàçèì êîìïîíåíòû ψ̄ ÷åðåç êîìïîíåíòû áèñïèíîðà ψ. Çàïèøåì

ψ =

(
ϕa

χȧ

)
, γ0 =

(
0 σ0

σ̃0 0

)
Òîãäà

ψ̄ = ((ϕa)
∗, (χȧ)∗)

(
0 σ0

σ̃0 0

)
= ((χȧ)∗, (ϕa)

∗)

Îáîçíà÷èì

χ̄a = (χȧ)∗, ϕ̄ȧ = (ϕa)
∗

Òîãäà

ψ̄ = (χ̄a, ϕ̄ȧ) (248)

Ïðè ýòîì

ψ̄ψ = (χa, ϕ̄ȧ)

(
ϕa

χȧ

)
= χaϕa + ϕ̄ȧχ

ȧ (249)
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Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (246)
ÿâëÿåòñÿ ëîðåíö-èíâàðèàíòîì. Ïîýòîìó è âûðàæåíèå ψ̄ψ åñòü ëîðåíö-
èíâàðèàíò.

Íàéäåì óðàâíåíèå äëÿ äèðàêîâñêè ñîïðÿæåííîãî ñïèíîðà. Ñîâåðøèì
ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå óðàâíåíèÿ (246), ïîëó÷èì

−i∂µψ
+(γµ)+ −mψ+ = 0.

Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå ñïðàâà íà ìàòðèöó γ0 è ó÷òåì, ÷òî (γ0)2 = I.
Òîãäà ψ+ = ψ̄γ0. Â èòîãå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

i∂µψ̄γ
0(γµ)+γ0 +mψ̄ = 0

Íàéäåì γ0(γµ)+γ0. Èìååì (γ0)+ =

(
0 σ0

σ̃0 0

)
= γ0, ïîñêîëüêó σ0 = σ̃0 -

åäèíè÷íàÿ 2× 2 ìàòðèöà. Ïîýòîìó γ0(γµ)+γ0 = γ0γ0γ0 = γ0.

(γi)+ =

(
0 (σ̃i)+

(σi)+ 0

)
=

(
0 σ̃i

σi 0

)
Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî âñå ìàòðèöû Ïàóëè ýðìèòîâû.

Òîãäà

γ0(γi)+γ0 =

(
0 σ0

σ̃0 0

) (
0 σ̃i

σi 0

) (
0 σ0

σ̃0 0

)
=

=

(
0 σ0

σ̃0 0

) (
σ̃i 0
0 σi

)
=

(
0 σi

σ̃i 0

)
= γi.

Ïîýòîìó

γ0(γµ)+γ0 = γµ. (250)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

i∂µψ̄γ
µ +mψ̄ = 0. (251)

Ýòî è åñòü èñêîìîå ðåëÿòèâèñòñêîå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ äèðàêîâñêè
ñîïðÿæåííîãî ñïèíîðà.
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10.4 Óðàâíåíèå Ïðîêà

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå ϕµ(x). Ìû ïîêàçàëè, ÷òî óñëîâèÿ òîãî, ÷òî
ýòî ïîëå ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ìàññèâíîìó íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ
ãðóïïû Ëîðåíöà ñî ñïèíîì s = 1 èìåþò âèä

(� +m2)ϕµ(x) = 0, ∂µϕ
µ(x) = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî äâà ýòèõ óñëîâèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü ýêâèâàëåíòíûì îáðà-
çîì â âèäå îäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ââåäåì àíòèñèììåòðè÷íîå òåíçîðíîå ïîëå Fµν ïî ïðàâèëó

Fµν = ∂µϕν(x)− ∂νϕµ(x). (252)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

∂µF
µν +m2ϕν = 0. (253)

Äåéñòâóÿ íà íåãî îïåðàòîðîì ∂ν ïîëó÷èì m
2∂νϕ

ν = 0. Òî åñòü óðàâíåíèå
(253) ñîäåðæèò êàê ñëåäñòâèå óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ äèâåðãåíöèè ïîëÿ
ϕµ. Ïîäñòàâëÿÿ (252) â (253) ïîëó÷èì

�ϕν − ∂ν∂µϕ
µ +m2ϕν = 0. (254)

Íî ìû ïîêàçàëè, ÷òî èç óðàâíåíèÿ (253) ñëåäóåò ∂µϕ
ν = 0. Ïîäñòàâëÿÿ

ýòî â (254) ïîëó÷èì (� + m2)ϕν = 0. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (253)
ñîäåðæèò êàê ñëåäñòâèå âñå óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå ìàññèâíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ñî ñïèíîì s = 1.

Óðàâíåíèå (136) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ïðîêà, îíî îïèñûâàåò äèíà-
ìèêó ìàññèâíîãî ïîëÿ ñî ñïèíîì s = 1.

10.5 Óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî áåçìàññîâîå ïðåäñòàâëåíèå ñî ñïèðàëüíîñòÿ-
ìè λ = ±1 îïèñûâàþòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì

�Aµ = 0, ∂µA
µ = 0. (255)
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Äâà ýòèõ óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå îäíîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ
ýòîãî ïîëîæèì â óðàâíåíèÿ (253) m = 0. Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

∂µF
µν = 0. (256)

Çäåñü F µν = ∂µAν − ∂νAµ

Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (256) äåéñòâèòåëüíî âîñïðîèçâîäèò óñëîâèÿ
íåïðèâîäèìîñòè. Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëÿ Aµ ñëåäóþùåãî âèäà

A′µ = Aµ + ∂µξ, (257)

ãäå ξ(x) - ïðîèçâîëüíîå ñêàëÿðíîå ïîëå. Ïðåîáðàçîâàíèÿ (257) íàçûâà-
þòñÿ êàëèáðîâî÷íûìè.

Î÷åâèäíî, ÷òî âûðàæåíèå Fµν èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî èçìåíèòü ïîëå Aµ áåç èç-
ìåíåíèÿ óðàâíåíèé (256). Òîãäà íà ïîëå Aµ ìîæíî íàëîæèòü îäíî óñëî-
âèå, îòâå÷àþùåå ñïåöèàëüíîìó âûáîðó ïîëÿ ξ(x). Åäèíñòâåííîå ëîðåíö-
èíâàðèàíòíîå óñëîâèå íà Aµ ëèíåéíîå ïî ïðîèçâîäíûì ∂µ è ïî Aµ èìååò
âèä ∂µA

µ. Ïîêàæåì, ÷òî òàêîå óñëîâèå äåéñòâèòåëüíî ìîæíî íàëîæèòü.
Ïóñòü ïîëå Aµ íå óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó óñëîâèþ. Ââåäåì ïîëå A′µ ïî
ïðàâèëó (256) è ïîòðåáóåì, ÷òîáû ∂µA

′µ = 0. Îòñþäà âîçíèêàåò óðàâíå-
íèå íà ïîëå ξ(x), �ξ(x) = −∂µA

µ(x). Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå è
çíà÷èò óñëîâèå ∂µA

′µ = 0 ìîæíî íàëîæèòü.
Çàïèøåì óðàâíåíèå (256) â âèäå

�Aµ − ∂µ∂νA
ν = 0

è ó÷òåì, ÷òî íà ïîëå Aµ ìîæíî íàëîæèòü óñëîâèå ∂νA
ν = 0. Òîãäà äàí-

íîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä �Aµ = 0. Â èòîãå ìû âèäèì, ÷òî óðàâíåíèå
(256) èìååì â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå áåçìàññîâûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ñî ñïèðàëüíîñòÿìè λ = ±1.

Òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå (256) îïèñûâàåò äèíàìèêó áåçìàññîâûõ
ïðåäñòàâëåíèé ñî ñïèðàëüíîñòÿìè λ = ±1. Îíî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
Ìàêñâåëëà. Ñîîòíîøåíèå ∂µA

µ = 0 íàçûâàåòñÿ ëîðåíöîâñêîé êàëèáðîâ-
êîé.
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Ïîó÷èòåëüíî ïðîñëåäèòü, êàê èç óðàâíåíèÿ (256) ñëåäóåò, ÷òî åãî ðå-
øåíèå Aµ ñîäåðæèò òîëüêî äâå íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû â êàæäîé òî÷-
êå xµ. Âåêòîð Aµ èìååò ÷åòûðå êîìïîíåíòû. Íàëîæåíèå ëîðåíöîâñêîé
êàëèáðîâêè îçíà÷àåò îäíî óñëîâèå íà ÷åòûðå êîìïîíåíòû âåêòîðà, ïî-
ýòîìó íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò áóäåò òðè. Îäíàêî óðàâíåíèÿ �Aµ = 0 è
∂µA

µ = 0 èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îñòàòî÷íîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ A′µ = Aµ + ∂µη, ãäå �η(x) = 0. Ýòî ïîçâîëÿåò íàëîæèòü íà
Aµ åùå îäíî óñëîâèå. Â èòîãå ìû âèäèì, ÷òî ïîëå Aµ óäîâëåòâîðÿþùåå
óðàâíåíèþ Ìàêñâåëëà, èìååò â êàæäîé òî÷êå (xµ) ðîâíî äâå íåçàâèñèìûå
êîìïîíåíòû, îòâå÷àþùèå äâóì âîçìîæíûì ñïèðàëüíîñòÿì.

10.6 Óðàâíåíèå Ïàóëè - Ôèðöà

Óðàâíåíèå Ïàóëè-Ôèðöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíå-
íèå, îïèñûâàþùåå ðàñïðîñòðàíåíèå íåïðèâîäèìîãî ìàññèâíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå ñî ñïèíîì s = 2.

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, íåïðèâîäèìîå ìàññèâíîå ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû Ïóàíêàðå ñïèíîì s = 2 ðåàëèçóåòñÿ â òåðìèíàõ ñèììåòðè÷-
íîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ âòîðîãî ðàíãà ϕµν, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ
Êëåéíà-Ãîðäîíà

(� +m2)ϕµν = 0 (258)

è äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì

∂µϕµν = 0

ηµνϕµν = 0 (259)

Íàøà öåëü ñîñòîèò â íàõîæäåíèè óðàâíåíèÿ, òîæäåñòâåííûìè ñëåä-
ñòâèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (258), (259).

Íàèáîëåå îáùåå ëèíåéíîå ðåëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå äëÿ
ïîëÿ ϕµν áåç âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(� +m2)ϕµν + a(∂µ∂
αϕαν + ∂ν∂

αϕµα) + bηµν∂
α∂βϕαβ +

+bηµν∂
α∂βϕαβ + c∂µ∂νϕ+ dηµν(� +m2)ϕ = 0. (260)
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Çäåñü îáîçíà÷åíî ϕ = ϕµ
µ è a, b, c, d - ïðîèçâîëüíûå áåçðàçìåðíûå ÷èñëî-

âûå êîýôôèöèåíòû. Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîäáîðå ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ òàê,
÷òîáû èç óðàâíåíèé (260) âûòåêàëè óñëîâèÿ (258), (259) êàê òîæäåñòâåí-
íûå ñëåäñòâèÿ. Çàìåòèì, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ ìû ìîãëè çàïèñàòü â óðàâ-
íåíèè (260) âìåñòî (�+m2)ϕµν è d(�+m2)ϕ âûðàæåíèÿ �ϕµν +km2ϕµν

è d�ϕ + lm2ϕ ñ äîïîëíèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàì k, l, íî ÿñíî, ÷òî ðå-
ëÿòèâèñòñêîé òåîðèè âûðàæåíèÿ � è m2 äîëæíû âõîäèòü â êîìáèíàöèè
� +m2.

a. Ñâåðíåì óðàâíåíèå (260) ñ ηµν, ïîëó÷èì

(� +m2)ϕ+ a(∂µ∂νϕµν + ∂µ∂νϕµν) + 4b∂µ∂νϕµν +

+c�ϕ+ 4d(� +m2)ϕ = 0

Èëè

[(1 + c+ 4d)� + (1 + 4d)m2]ϕ+ 2(a+ 2b)∂µ∂νϕµν = 0 (261)

b. Ïîäåéñòâóåì íà óðàâíåíèå (260) îïåðàòîðîì ∂µ∂ν, ïîëó÷èì

(� +m2∂µ∂νϕµν + 2a�∂µ∂ν + b�∂µ∂νϕµν + c�2ϕ+

+d�(� +m2)ϕ = 0

Èëè

[(1 + 2a+ b)� +m2]∂µ∂νϕµν + (c+ d)�2ϕ+ dm2�ϕ = 0 (262)

c. Ïîäåéñòâóåì íà óðàâíåíèå (260) îïåðàòîðîì ∂µ, ïîëó÷èì

(� +m2)∂µϕµν + a(�∂µϕµν + ∂ν∂
α∂βϕαβ) +

+b∂ν∂
α∂βϕαβ + c�∂νϕ+ d�∂νϕ+ dm2∂νϕ = 0

Èëè

(1 + a)�∂µϕµν +m2∂µϕµν + (a+ b)∂ν∂
α∂βϕαβ +

(c+ d)�∂νϕ+ dm2∂νϕ = 0 (263)

97



Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (261), (262) ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ñèñòåìó èç äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ äâóõ
âåëè÷èí ϕ è ∂µ∂νϕµν. Èç óðàâíåíèÿ (261) ïîëó÷èì

∂µ∂νϕµν = − [(1 + c+ 4d)� + (1 + 4d)m2]ϕ

2(a+ 2b)
(264)

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (262). Èìååì

[(1 + 2a+ b)(1 + c+ 4d)�2 + [(1 + 2a+ b)(1 + 4d) +

+(1 + c+ 4d)]m2� + (1 + 4d)m4]ϕ− 2(a+ 2b)(c+ d)�2ϕ−
−2(a+ 2b)dm2�2ϕ = 0

Èëè

[[(1 + 2a+ b)(1 + c+ 4d)− 2(a+ 2b)(c+ d)]�2 +

+[(1 + 2a+ b)(1 + 4d) + (1 + c+ 4d)− 2d(a+ 2b)]m2� +

+(1 + 4d)m4]ϕ = 0 (265)

Ýòî ñîîòíîøåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî. Âûáåðåì êîýôôè-
öèåíòû a, b, c, d òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

(1 + 2a+ b)(1 + c+ 4d)− 2(a+ 2b)(c+ d) = 0

(1 + 2a+ b)(1 + 4d)− (1 + c+ 4d)− 2d(a+ 2b) = 0 (266)

Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèå (264) ïðèìåò âèä

(1 + 4d)m4ϕ = 0 (267)

Ïóñòü 1 + 4d 6= 0. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (266) ñëåäóåò ϕ = 0 êàê è äîëæíî
áûòü ñîãëàñíî âòîðîìó èç óñëîâèé (259). Íî åñëè ϕ = 0, èç óðàâíåíèÿ
(263) ñëåäóåò ∂µ∂νϕµν = 0. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â óðàâíåíèå
(262) âìåñòå c ϕ = 0 ïîëó÷èì

(1 + a)�∂µϕµν +m2∂µϕµν = 0 (268)

Âûáåðåì a èç óñëîâèÿ 1 + a = 0. Òîãäà ïîëó÷èì

m2∂µϕµν = 0
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Èëè ∂µϕµν = 0 êàê è äîëæíî áûòü ñîãëàñíî ïåðâîìó èç ñîîòíîøåíèé
(259). Ïîäñòàâëÿÿ ðàâåíñòâà ϕ = 0, ∂µ∂νϕµν = 0, ∂µϕµν = 0 â èñõîäíîå
óðàâíåíèå (260) ïîëó÷èì (� + m2)ϕµν = 0. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå
(260) âåäåò ê òðåáóåì óñëîâèÿì (258), åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ a = −1
è (266).

Ïîäñòàâèì a = −1 â ñîîòíîøåíèå (266), ïîëó÷èì

(b− 1)(1 + c+ 4d)− 2(2b− 1)(c+ d) = 0

(b− 1)(1 + 4d) + (1 + c+ 4d)− 2d(2b− 1) = 0 (269)

Â ðåçóëüòàòå ìû èìååì ñèñòåìó äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ
íàõîæäåíèÿ òðåõ êîýôôèöèåíòîâ b, c, d. ßñíî, ÷òî èç ýòèõ óðàâíåíèé
ìîæíî íàéòè òîëüêî äâà êîýôôèöèåíòà, îäèí âñåãäà îñòàåòñÿ ïðîèç-
âîëüíûì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî áûëî áû çàìåòèòü ñ ñàìîãî íà÷àëà.
Äåéñòâèòåëüíî, ñîâåðøèì â èñõîäíîì óðàâíåíèè (260) çàìåíó ïîëÿ ϕµν

íà ïîëå ϕ̄µν ïî ïðàâèëó

ϕµν = ϕ̄µν + αηµνϕ (270)

Ïîäñòàâëÿÿ (270) â óðàâíåíèå (260), ïîëó÷èì

(� +m2)ϕ̄µν + αηµν(� +m2)ϕ+ a(∂µ∂
αϕ̄αν + ∂ν∂

αϕ̄µα) +

+2αa∂µ∂νϕ+ bηµν∂
α∂βϕ̄αβ + bαηµν�ϕ+

+c∂µ∂νϕ+ d(� +m2)ϕ = 0 (271)

Èëè

(� +m2)ϕ̄µν + a(∂µ∂
αϕ̄αν + ∂ν∂

αϕ̄µα) + bηµν∂
α∂βϕ̄αβ +

+(c+ 2αa)∂µ∂νϕ+ (d+ α)ηµν(� +m2)ϕ = 0 (272)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (272) ñîâïàäàåò ïî ôîðìå ñ óðàâíåíèåì
(260), íî òåïåðü êîýôôèöèåíòû ïåðåä ∂µ∂νϕ è (� +m2)ϕ çàâèñÿò îò α.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî êîýôôèöèåíòû c è d â óðàâíåíèè (260) íå ìîãóò áûòü
îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, îäèí èç íèõ îáÿçàòåëüíî ïðîèçâîëåí.

×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (269) èìååò âèä b = 1, c = 1, d = −1. Ýòî,
âìåñòå ñ a = −1 ïîçâîëÿåò çàïèñàòü èñêîìîå óðàâíåíèå â âèäå

(� +m2)ϕµν − (∂µ∂
αϕαν + ∂ν∂

αϕµα)

ηµν∂
α∂βϕαβ + ∂µ∂νϕ− ηµν(� +m2)ϕ = 0 (273)
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Ýòî åñòü ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà çàïèñè óðàâíåíèÿ Ïàóëè-Ôèðöà. Â îá-
ùåì ñëó÷àå, ìû èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé, îïè-
ñûâàþùèõ äèíàìèêó ìàññèâíîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
Ïóàíêàðå ñî ñïèíîì s = 2. Ýòè óðàâíåíèÿ áûëè âïåðâûå ïîñòðîåíû â
1939 ãîäó.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íóëåâîé ìàññå óðàâíåíèå Ïàóëè-Ôèðöà ñâî-
äèòñÿ ê ëèíåàðèçîâàííûìó ïðèáëèæåíèþ äëÿ óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîí-
íîãî ïîëÿ Ýéíøòåéíà áåç ìàòåðèè.

10.7 Óðàâíåíèå Ðàðèòà-Øâèíãåðà

Óðàâíåíèå Ðàðèòà-Øâèíãåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå, îïèñûâà-
þùåå ðàñïðîñòðàíåíèå íåïðèâîäèìîãî ìàññèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû Ïóàíêàðå ñî ñïèíîì s = 3

2 .
Ðàíåå ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ïîëÿ ñî ñïèíîì a = 3

2 èñïîëü-
çóþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (1, 1

2) è (1
2 , 1), òî åñòü ñïèí-òåíçîðû ϕ(ba)ḃ è χb(ḃȧ).

Ïîñëå êîíâåðòàöèè ñïèíîðíûõ èíäåêñîâ â âåêòîðíûå ïîëó÷èì ϕµa è χµȧ.
Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èñêîìîå óðàâíåíèå äîëæíî áûòü èíâàðè-
àíòíûì îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ÷åòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëå-
äóåò ðàññìàòðèâàòü îáà ïðåäñòàâëåíèÿ (1, 1

2 è (1
2 , 1), òî åñòü îáúåäèíèòü

äâóõêîìïîíåíòíûå ñïèí-âåêòîðíûå ïîëÿ ϕµa, χµȧ â îäíî âåêòîðíîå ïîëå
ψµ, ÿâëÿþùååñÿ äèðàêîâñêèì ÷åòûðåõ êîìïîíåíòíûì ñïèíîðîì

ψµ =

(
ϕµa

χµ
ȧ

)
Óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå çàïèñûâàþòñÿ â
âèäå

(γµ∂µ −m)ψν = 0 (274)

∂µψµ = 0

γµψµ = 0 (275)

Íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè óðàâíåíèå, òîæäåñòâåííûìè
ñëåäñòâèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (274), (275).
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Íàèáîëåå îáùåå ðåëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà äëÿ ïîëÿ ψµ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(iγµ∂µ −m)ψν + aγν(i∂
µψµ) + bi∂ν(γ

µψµ) +

+cγν(iγ
α∂α)(γµψµ) + dmγν(γ

µψµ) = 0 (276)

Çäåñü a, b, c, d áåçðàçìåðíûå ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû. Çàäà÷à ñîñòîèò â
ïîäáîðå ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ Òàê, ÷òîáû èç óðàâíåíèÿ (276) ñëåäîâàëè
óñëîâèÿ (274), (275).

a. Ñâåðíåì óðàâíåíèå (276) ñ ìàòðèöåé γν, ïîëó÷èì

2(1 + 2a)(i∂µψµ) + (b+ 4c− 1)(iγα∂α)(γµψµ) +

+(4d− 1)m(γµψµ) = 0 (277)

b. Ïîäåéñòâóåì íà óðàâíåíèå (276) îïåðàòîðîì i∂ν, ïîëó÷èì

(1 + a)(iγν∂n)(i∂
µψµ)− (b+ c)�(γmψµ) +

+md(iγν∂n)(γ
µψµ)−m(i∂µψµ) = 0 (278)

Âûðàçèì èç óðàâíåíèÿ (277) âûðàæåíèå i∂mψµ è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå
(278). Ýòî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

[(1 + a)(b+ 4c− 1)− 2(1 + 2a)(b+ c)]�(γµψµ)−
[(1 + a)(4d− 1)− 2d(1 + 2a)]m(iγν∂ν)(γ

mψµ)−
−2(1 + 2a)m(i∂µψµ) = 0 (279)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû â (279) êîýôôèöèåíò ïðè (iγν∂ν)(γ
mψµ îáðàòèëñÿ â

íîëü. Îòñþäà d = a+1
2 . Ïîòðåáóåì åùå, ÷òîáû êîýôôèöèåíò ïðè �(γµψµ)

îáðàòèëñÿ â íîëü. Ýòî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

(1 + a)(b+ 4c− 1)− 2(1 + 2a)(b+ c) = 0 (280)

Ïðè âûïîëíåíèè ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ â ïðåäïîëîæåíèè ÷òî 1 + 2a 6= 0,
óðàâíåíèå (279) ñâîäèòñÿ ê

∂µψµ = 0, (281)
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÷òî ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì èç óñëîâèé (275). Ïîäñòàâèì ýòî óñëîâèå â óðàâ-
íåíèå (277), ïîëó÷èì

(b+ 4c− 1)(iγν∂ν)(γ
µψµ) + (4d− 1)m(γµψµ) = 0. (282)

Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèå óñëîâèé b + 4c − 1 = 0 è 4d − 1 6= 0. Òîãäà èç
óðàâíåíèÿ (282) ñëåäóåò

γmψµ = 0, (283)

÷òî ñîâïàäàåò ñî âòîðûì èõ óñëîâèé (275). Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèÿ (281),
(283) â èñõîäíîå óðàâíåíèå (276), ïîëó÷èì

(γµ∂µ −m)ψν = 0, (284)

÷òî ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì (274). Îáðàòèìñÿ ñíîâà ê óðàâíåíèþ (280). Ñ
ó÷åòîì b+4c−1 = 0 èç íåãî ñëåäóåò b+ c = 0. Äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ
äàþò b = −1

3 , c = 1
3 . Êðîìå òîãî, ìû ïîêàçàëè, ÷òî d = a+1

2 . Ïîäñòàâëÿÿ
ýòè çíà÷åíèÿ äëÿ b, c, d â èñõîäíîå óðàâíåíèå (276) ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî

(iγµ∂µ −m)ψν + aγν(i∂
µψµ)−

1

3
i∂ν(γ

µψµ) +

+
1

3
γν(iγ

α∂α)(γµψµ) +
a+ 1

2
mγν(γ

µψµ) = 0 (285)

Ýòî óðàâíåíèå ñîäåðæèò êàê òîæäåñòâåííûå ñëåäñòâèÿ óñëîâèÿ (274),
(275), îïðåäåëÿþùèå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå ñî
ñïèíîì s = 3

1 . Ïî ñóùåñòâó ìû ïîëó÷èëè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ñåìåéñòâî
òàêèõ óðàâíåíèé, âñå îíè íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ðàðèòà-Øâèíãåðà.

Âûáèðàÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà a ìîæíî ïîëó÷èòü ðàç-
íûå ñïåöèàëüíûå ôîðìû óðàâíåíèÿ Ðàðèòà-Øâèíãåðà. Íàïðèìåð ïðè
a = −1

3 áóäåì èìåòü

(iγµ∂µ −m)ψν −
1

3
(γνi∂µ + γµi∂ν)ψ

µ +

+
1

3
γν(iγ

α∂α +m)(γµψµ) = 0 (286)

102



Èìåííî â òàêîé ôîðìó óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ïîëÿ ñî ñïèíîì s = 3
2

áûëî çàïèñàíî â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå Ðàðèòà è Øâèíãåðà â 1941 ãî-
äó. Ïîìèìî ïðîèçâîëà, ñâÿçàííîãî ñ âûáîðîì ïàðàìåòðà a, óðàâíåíèå
Ðàðèòà-Øâèíãåðà ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûé ïðîèçâîë, îáóñëîâëåííûé
âîçìîæíîñòüþ âíåñòè âìåñòî ïîëÿ ψµ ïîëå ψ̃µ ïî ïðàâèëó

ψ̃µ = ψµ + kγµ(γ
νψν),

âêëþ÷àþùåìó ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð k. Íàëè÷èå ïðîèçâîëà â çàïè-
ñè ïîëåâîãî óðàâíåíèÿ åñòü îáùåå ñâîéñòâî òåîðèè ñ âûñøèìè ñïèíàìè.
Áåçìàññîâîå óðàâíåíèå Ðàðèòà-Øâèíãåðà èñïîëüçóåòñÿ â ñóïåðãðàâèòà-
öèè äëÿ îïèñàíèÿ ãðàâèòèíî.
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