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1 Ââåäåíèå

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü êóðñà êâàíòîâîé òåî-
ðèè ïîëÿ, êîòîðûé â òå÷åíèè ìíîãèõ ëåò ÷èòàëñÿ àâòîðîì â ðàçëè÷íûõ
óíèâåðñèòåòàõ â Ðîññèè è çà ðóáåæîì. Îñíîâíîé ìàòåðèàë, ðàññìàòðè-
âàåìûé â ïîñîáèè, ïîñâÿùåí ëàãðàíæåâó ôîðìàëèçìó â ðåëÿòèâèñòñêîé
òåîðèè ïîëÿ è ïîñòðîåíèþ ëàãðàíæèàíîâ áàçîâûõ ïîëåâûõ ìîäåëåé, èñ-
ïîëüçóåìûõ â ñîâðåìåííîé êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.

Â ïîñîáèè èçëàãàþòñÿ îñíîâû ëàãðàíæåâà ôîðìàëèçìà â ðåëÿòèâèñò-
ñêîé òåîðèè ïîëÿ, âêëþ÷àÿ ïîíÿòèå äåéñòâèÿ è ëàãðàíæèàíà, âûâîä
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èç ïðèíöèïà äåéñòâèÿ, ãëîáàëüíûå ñèììåòðèè è
òåîðåìà Í¼òåð, ïîíÿòèÿ ñâîáîäíîé ïîëåâîé ìîäåëè è ìîäåëè ñî âçàè-
ìîäåéñòâèåì. Îáñóæäàåòñÿ ïîñòðîåíèå è ñâîéñòâà ìîäåëåé òåîðèè ñêà-
ëÿðíîãî, ñïèíîðíîãî è âåêòîðíîãî ïîëåé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðèÿ ïî-
ëÿ ßíãà-Ìèëëñà è òåîðèÿ ãðàâèòàöèè. Ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ ïîñòðîå-
íèå ëàãðàíæèàíà òåîðèè ñâîáîäíîãî ìàññèâíîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîð-
íîãî ïîëÿ âòîðîãî ðàíãà (ìîäåëü Ïàóëè-Ôèðöà) è òåîðèÿ áåçìàññîâî-
ãî ñâîáîäíîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ âòîðîãî ðàíãà (ìî-
äåëü Îãèåâåöêîãî-Ïîëóáàðèíîâà). Â òåîðèè ìàññèâíîãî âåêòîðíîãî ïî-
ëÿ (ìîäåëü Ïðîêà) è â ìîäåëè Ïàóëè-Ôèðöà ïîêàçàíî êàê âîññòàíîâèòü
êàëèáðîâî÷íóþ èíâàðèàíòíîñòü, íàðóøåííóþ ââåäåíèåì ìàññû, ñ ïîìî-
ùüþ øòþêåëüáåðãîâûõ ïîëåé. Ïîêàçàíà òàêæå ýêâèâàëåíòíîñòü ìîäåëè
Îãèåâåöêîãî-Ïîëóáàðèíîâà ìîäåëè ñâîáîäíîãî áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ.

Ìàòåðèàë íîñèò ó÷åáíûé õàðàêòåð è ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïåðâîíà÷àëü-
íîãî èçó÷åíèÿ ïðåäìåòà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðàêòè÷åñêè êàæäûé ðàçäåë
íà÷èíàåòñÿ ñ êà÷åñòâåííûõ ìîòèâàöèé, ôîðìàëüíûå ðàññóæäåíèÿ äàþò-
ñÿ íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè, âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïîäðîáíî ñî
âñåìè äåòàëÿìè. Â ïîñîáèè ñîõðàíåí ñâîáîäíûé ëåêöèîííûé ñòèëü èçëî-
æåíèÿ. Ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííå çàìêíóòûì, èñïîëüçóþòñÿ òîëü-
êî ñâåäåíèÿ èç ðàçäåëà "Ðåëÿòèâèñòñêàÿ ñèììåòðèÿ", ïðåäøåñòâóþùåãî
ðàçäåëó "Ìîäåëè òåîðèè ïîëÿ"â êóðñå êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ÷èòàåìîì
àâòîðîì. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåí ñïèñîê ëèòåðàòóðû äëÿ äàëüíåéøåãî,
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áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ, îáñóæäàåìûõ â ïîñîáèè âîïðîñîâ.

2 Ïðèíöèï äåéñòâèÿ è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Ïîëåì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå
Ìèíêîâñêîãî èëè íà êàêîé-òî åãî îáëàñòè. Â îáùåì ñëó÷àå áóäåì
îáîçíà÷àòü ïîëÿ êàê Φ = Φ(x), ãäå x ≡ (xµ). Ïîëå ìîæåò áûòü âå-
ùåñòâåííûì èëè êîìïëåêñíûì, ñêàëÿðíûì, òåíçîðíûì, ñïèíîðíûì,
ñïèí-òåíçîðíûì è ò.ä. Ïîëå ìîæåò áûòü îäíîêîìïîíåíòíûì èëè ìíî-
ãîêîìïîíåíòíûì. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îíî ñîäåðæèò èíäåêñû, êîòîðûå
íóìåðóþò êîìïîíåíòû.

Ïîëå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíäàìåíòàëüíûé ôèçè÷åñêèé îáúåêò.
Äèíàìèêà ïîëÿ, òî åñòü ýâîëþöèÿ ïîëÿ âî âðåìåíè, ôîðìóëèðóåò-
ñÿ â òåðìèíàõ äåéñòâèÿ S[Φ], ÿâëÿþùèìñÿ ôóíêöèîíàëîì îò ïîëÿ.
Ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî äåéñòâèå â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ïîëÿ èìååò ñëå-
äóþùèé âèä

S =

∫
Ω

d4xL (1)

Çäåñü Ω - íåêîòîðàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, îãðàíè÷åííàÿ
äâóìÿ ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáíûìè ïîâåðõíîñòÿìè σ(x) = σ1 è σ(x) =
σ2. Íàïîìíèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü σ(x) = σ íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî
ïîäîáíîé, åñëè â ëþáîé åå òî÷êå âåêòîð íîðìàëè nµ(x) = ∂µσ(x) ÿâëÿåòñÿ
âðåìåííîïîäîáíûì, òî åñòü ηµνnµnν > 0. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
îáëàñòü Ω ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì Ìèíêîâñêîãî, íî åñòü çàäà÷è,
ãäå ýòî íå òàê.

Â ñîîòíîøåíèè (1) L - ýòî âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ëî-
ðåíöåâñêèì ñêàëÿðîì. Ýòî ãàðàíòèðóåò, ÷òî äåéñòâèå S (1) áóäåò ëîðåíö-
èíâàðèàíòîì. Ãîâîðèì, ÷òî çàäàíà ìîäåëü òåîðèè ïîëÿ, èëè ïðîñòî òåî-
ðèÿ, åñëè ÿâíî óêàçàí íàáîð ïîëåé Φ è óêàçàí ÿâíûé âèä ôóíêöèè L.
Ôóíêöèÿ L, âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèå äëÿ äåéñòâèÿ (1), íàçûâàåòñÿ ëà-
ãðàíæèàíîì. Òåðìèíû äåéñòâèå è ëàãðàíæèàí âçÿòû èç êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêè.
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Åñëè â âûðàæåíèè (1) ìîæíî âûäåëèòü îòäåëüíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî
âðåìåííîé êîîðäèíàòå t è ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì xi, òî ýòî
âûðàæåíèå ïåðåïèøåòñÿ òàê

S =

∫ t2

t1

dt

∫
d3xL =

∫ t2

t1

dtL,

ãäå

L =

∫
d3xL

. Â ýòîì ñëó÷àå ÿâíî âèäíà àíàëîãèÿ ñ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêîé è L åñòå-
ñòâåííî íàçâàòü ôóíêöèåé Ëàãðàíæà. Ïðè ýòîì ïîëå Φ(x) = Φ(t, ~x) ìîæ-
íî ïîíèìàòü êàê Φ = Φ~x(t). Îòñþäà âîçíèêàåò èíòåðïðåòàöèÿ ïîëÿ êàê
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè Φ~x(t), íóìåðóåìû-
ìè âåêòîðàìè ~x. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëå - ýòî ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ
áåñêîíå÷íûì (êîíòèíóàëüíûì) ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïîñêîëüêó ïî-
ëå ìîæíî îïèñûâàòü â òåðìèíàõ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò, ëàãðàíæèàíà,
äåéñòâèÿ, òî äëÿ èçó÷åíèÿ êëàññè÷åñêèõ ïîëåé åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü
ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Îòíîñèòåëüíî ëàãðàíæèàíà ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèåé ïîëÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ äî íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, L =
L(Φ(x), ∂µΦ(x), . . . , ∂µ1

. . . ∂µn
Φ(x1)). Ïðè ýòîì è ïîëå è âñå åãî ïðîèç-

âîäíûå âçÿòû â îäíîé è òîé æå òî÷êå (xµ) ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî.
Îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ëàãðàíæèàí ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå ïîëÿ íå âûøå
âòîðîãî ïîðÿäêà, õîòÿ èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè, ãäå ýòî íå òàê. Òàêèå ìî-
äåëè íàçûâàþòñÿ òåîðèÿìè ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè. Ïîìèìî ïîëåé è
èõ ïðîèçâîäíûõ, ëàãðàíæèàí ìîæåò çàâèñåòü åùå îò ðàçíûõ ïàðàìåòðîâ
(ìàññ, êîíñòàíò ñâÿçè).

Äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà â (1) íàäî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû L → 0 ïðè
~x→ ±∞. Âî âñåõ èçâåñòíûõ ìîäåëÿõ äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî
Φ(x) → 0 ïðè ~x → ±∞. ×òîáû èíòåãðàë (1) ñõîäèëñÿ è â ñëó÷àå, êîãäà
Ω ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì Ìèíêîâñêîãî, íàäî åùå ïîòðåáîâàòü
âûïîëíåíèÿ Φ(x) → 0 ïðè x0 → ±∞. Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê
ñòàíäàðòíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì Φ(x) → 0 ïðè xµ → ±∞.
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Äèíàìèêà ïîëÿ çàäàåòñÿ ïðèíöèïîì äåéñòâèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó ôè-
çè÷åñêè äîïóñòèìûå ïîëÿ ñîîòâåòñòâóþò ýêñòðåìóìó äåéñòâèÿ. Ïóñòü
Φ(x) - íåêîòîðîå ïîëå è Φ′(x) - äðóãîå ïîëå, òîé æå ñïèí-òåíçîðíîé
ñòðóêòóðû. Ðàçíîñòü δΦ(x) = Φ′(x) − Φ(x) íàçûâàåòñÿ âàðèàöèåé ïî-
ëÿ. Çàìåòèì, ÷òî â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ýòîãî ðàâåíñòâà àðãóìåíò xµ

îäèí è òîò æå. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü S[Φ+ δΦ]−S[Φ]. Åñëè ýòó ðàçíîñòü
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

S[Φ + δΦ]− S[Φ] =

∫
Ω

d4xA(x)δΦ(x) + . . . ,

ãäå ìíîãîòî÷èå îçíà÷àåò ÷ëåíû ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî ïî δΦ(x), òî âû-
ðàæåíèå ∫

Ω

d4xA(x)δΦ(x)

íàçûâàåòñÿ âàðèàöèåé ôóíêöèîíàëà S[Φ] è îáîçíà÷àåòñÿ δS[Φ]. Ôóíêöèÿ
A(x) íàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííîé èëè ôóíêöèîíàëüíîé ïðîèçâîäíîé ôóíê-

öèîíàëà S[Φ] è îáîçíà÷àåòñÿ δS[Φ]
δΦ(x) . Èòàê

δS[Φ] =

∫
Ω

d4x
δS[Φ]

δΦ(x)
δΦ(x). (2)

Èìååò ìåñòî òåîðåìà, ñîãëàñíî êîòîðîé, åñëè ïîëå Φ(x) äîñòàâëÿåò ôóíê-
öèîíàëó S[Φ] ýêñòðåìóì, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà îá-
ðàùàåòñÿ â íîëü ïðè ëþáûõ δΦ(x), òî åñòü δS[Φ] = 0. Ïîñêîëüêó δΦ(x)
- ïðîèçâîëüíî, òî èç (2) ïîëó÷èì

δS[Φ]

δΦ(x)
= 0. (3)

Óðàâíåíèå (3) íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ èëè ïðî-
ñòî óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ. Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ôèçè÷åñêè äîïó-
ñòèìóþ ýâîëþöèþ ïîëÿ.
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Âû÷èñëèì âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèîíàëà (1) â ñëó÷àå,
êîãäà

L = L(Φ(x), ∂µΦ(x)). (4)

Ðàññìîòðèì

S[Φ] =

∫
Ω

d4xL(Φ(x), ∂µΦ(x)). (5)

Ïóñòü Φ(x) - ïîëå, äîñòàâëÿþùèå ôóíêöèîíàëó S[Φ] (5) ýêñòðåìóì è
ïóñòü Φ(x)|σ1

= Φ1(~x), Φ(x)|σ2
= Φ2(~x). Ïóñòü Φ′(x) - ïðîèçâîëüíîå ïîëå,

èìåþùåå òó æå ñïèí-òåíçîðíóþ ñòðóêòóðó, ÷òî è Φ(x), è óäîâëåòâîðÿ-
þùåå òåì æå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì Φ′(x)|σ1

= Φ1(~x), Φ′(x)|σ2
= Φ2(~x).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî δΦ(x)|σ1
= 0, δΦ(x)|σ2

= 0. Êðîìå òîãî δΦ(x) → 0 ïðè
~x→ ±∞ â ñèëó ñòàíäàðòíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ðàññìîòðèì

S[Φ + δΦ]− S[Φ] =

∫
Ω

d4x{L(Φ + δΦ, ∂µ(Φ + δΦ))− L(Φ, ∂µΦ)}. (6)

Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ δΦ(x) = Φ′(x) − Φ(x) ñëåäóåò, ÷òî
∂µδΦ(x) = ∂µΦ

′(x) − ∂µΦ(x) = δ∂µΦ(x). Îïåðàöèÿ âàðüèðîâàíèÿ ïîëÿ
ïåðåñòàâèìà ñ îïåðàöèåé åãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Â ñîîòíîøåíèè (6)
ïðîâåäåì ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà, ïîëó÷èì

S[Φ + δΦ]− S[Φ] =

=

∫
Ω

d4x

{
L(Φ, ∂µΦ) +

∂L
∂Φ

δΦ +
∂L
∂∂µΦ

∂µδΦ− L(Φ, ∂µΦ)

}
+ . . .
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Ìíîãîòî÷èå îçíà÷àåò ÷ëåíû ñòåïåíè δΦ âûøå ïåðâîé. Äàëåå

S[Φ + δΦ]− S[Φ] =

∫
Ω

d4x

{
∂L
∂Φ

δΦ +
∂L
∂∂µΦ

∂µδΦ

}
+ . . . =

=

∫
Ω

d4x

{
∂L
∂Φ

− ∂µ

(
∂L
∂∂µΦ

)}
δΦ +

∫
Ω

d4x∂µ

(
∂L
∂∂µΦ

δΦ

)
+ . . . =

=

∫
Ω

d4x

{
∂L
∂Φ

− ∂µ

(
∂L
∂∂µΦ

)}
δΦ +

∫
∂Ω

dσµ
∂L
∂∂µΦ

δΦ + . . .

Çäåñü ∂Ω - ýòî ãðàíèöà îáëàñòè Ω. Òàê êàê δΦ(x) = 0 ïðè ~x → ±∞,
òî âêëàä â èíòåãðàë ïî ∂Ω äàåò òîëüêî äâå ïîâåðõíîñòè σ(x) = σ1 è
σ(x) = σ2. Íî δΦ(x)|σ1

= δΦ(x)|σ2
= 0. Îñòàåòñÿ

δS[Φ] =

∫
Ω

d4x

(
∂L
∂Φ

− ∂µ

(
∂L
∂∂µΦ

))
δΦ(x). (7)

Ìû âèäèì, ÷òî âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ èìååò âèä (2). Ñëåäîâàòåëüíî, âàðè-
àöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ äåéñòâèÿ èìååò âèä

δS[Φ]

δΦ(x)
=
∂L
∂Φ

− ∂µ
∂L
∂∂µΦ

. (8)

Ñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

∂L
∂Φ(x)

− ∂µ
∂L

∂∂µΦ(x)
= 0. (9)

Íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (9) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

∂L
∂Φ

− ∂2L
∂(∂µΦ)∂Φ

∂µΦ−
∂2L

∂(∂µΦ)∂(∂νΦ)
∂µ∂νΦ = 0.

Îáîçíà÷èì
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Aµν(Φ(x), ∂αΦ(x)) =
∂2L

∂(∂µΦ(x))∂(∂νΦ(x))

Bµ(Φ(x), ∂αΦ(x)) =
∂2L

∂(∂µΦ(x))∂Φ(x)

C(Φ(x), ∂αΦ(x)) = − ∂L
∂Φ(x)

Ñ ó÷åòîì ýòèõ îáîçíà÷åíèé óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

Aµν∂µ∂νΦ +Bµ∂µΦ + C = 0. (10)

Ìû âèäèì, ÷òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (9) â îáùåì ñëó÷àå åñòü äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ÷àñòíîì
ñëó÷àå ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî Aµν = 0 èëè Bµ = 0 èëè C = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ëàãðàíæèàí L îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. Ê íåìó âñåãäà
ìîæíî äîáàâèòü âûðàæåíèå âèäà ∂µR

µ(Φ(x)), ãäå Rµ(Φ(x)) - ïðîèçâîëü-
íîå âåêòîðíîå ïîëå, çàâèñÿùåå îò Φ(x), ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
(9) íå èçìåíÿòñÿ.

3 Ãëîáàëüíûå ñèììåòðèè

Ðàññìîòðèì òåîðèþ ñ íàáîðîì ïîëåé Φi(x) è äåéñòâèåì

S[Φ] =

∫
Ω

d4xL(Φ, ∂µΦ).

Èíäåêñ i âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå èíäåêñû, èìåþùèåñÿ ó ïîëÿ (íå ïóòàòü ñ
ïðîñòðàíñòâåííûì èíäåêñîì). Áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîð-
äèíàò è ïîëåé

x′µ = xµ + δxµ

Φ′i(x′) = Φi(x) +4Φi(x) (11)
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íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèììåòðèè, åñëè îíè
îñòàâëÿþò äåéñòâèå èíâàðèàíòíûì. Èòàê, åñëè (11) - ýòî ïðåîáðàçîâàíèå
ñèììåòðèè, òî

S[Φ] = S[Φ′]

èëè ∫
Ω

d4xL(Φ(x), ∂µΦ(x)) =

∫
Ω′

d4x′L(Φ′(x), ∂′µΦ
′(x′)). (12)

çäåñü Ω′ - ýòî îáëàñòü èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò x′µ, Ω - îáëàñòü èçìåíåíèÿ
êîîðäèíàò xµ, ïðè÷åì êîîðäèíàòû x′µ è xµ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (11).
Ïîýòîìó ïðè ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò x′µ = xµ + δxµ îáëàñòü Ω′ ïåðå-
õîäèò â îáëàñòü Ω. Çäåñü ∂′µ - ýòî ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì x′µ.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñîîòíîøåíèå (11). Èìååì

Φ′i(x+ δx) = Φi(x) +4Φi(x)

èëè

Φ′i(x) + ∂µΦ
i(x)δxµ) = Φi(x) +4Φi(x).

Îòñþäà

4Φi(x) = Φ′i(x)− Φi(x) + ∂µΦ
i(x)δxµ

èëè

4Φi(x) = δΦi(x) + ∂µΦ
i(x)δxµ. (13)

Çäåñü δΦi(x) - âàðèàöèÿ ïîëÿ.
Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ (11) õàðàêòåðèçóþòñÿ

íàáîðîì ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ ξ1, ξ2, . . . , ξN òàê, ÷òî

δxµ = Xµ
a(x)ξ

a

δΦi(x) = Y i
a(x,Φ(x), ∂µΦ(x))ξa, (14)
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çäåñü a = 1, 2, . . . , N . Ïðåîáðàçîâàíèÿ (14) íàçûâàþòñÿ N -
ïàðàìåòðè÷åñêèìè ãëîáàëüíûìè íåïðåðûâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.
Òåðìèí "ãëîáàëüíûå"ïîä÷åðêèâàåò òîò ôàêò, ÷òî ïàðàìåòðû ξa îò
êîîðäèíàò xµ íå çàâèñÿò. ×òîáû çàäàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ (14), íàäî
óêàçàòü ÿâíûé âèä ôóíêöèé Xµ

a(x), Y
µ
a(x,Φ(x), ∂µΦ(x)). Ñ ó÷åòîì

ñîîòíîøåíèé (13)-(14), ïðåîáðàçîâàíèå (11) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

x′µ = xµ + δxµ,

δxµ = Xµ
a(x)ξ

a,

Φ′i(x′) = Φi(x) +4Φi(x), (15)

4Φi(x) = (Y i
a(x,Φ(x), ∂µΦ(x)) + ∂µΦ(x)Xµ

a(x))ξ
a.

Ãëîáàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè è ïðåîáðàçîâà-
íèÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Âî âòîðîì ñëó÷àå δxµ = 0 è Y i

a = Y i
a(Φ(x)).

Èíûìè ñëîâàìè, ïðåîáðàçîâàíèÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè - ýòî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ïîëåé ïðè ôèêñèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ.

3.1 Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ñèììåòðèè

Âàæíåéøåé èç ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ñèììåòðèé ÿâëÿåòñÿ ñèì-
ìåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû Ïóàíêàðå. Áåñêîíå÷íî ìà-
ëàÿ ôîðìà ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååò âèä

x′µ = xµ + ωµ
νx

ν + aµ

èëè

δxµ = ωµ
νx

ν + aµ.

Çäåñü ωµν = −ωνµ - ïàðàìåòðû ëîðåíöåâñêèõ âðàùåíèé, à aµ - ïàðàìåòðû
áåñêîíå÷íî ìàëûõ òðàíñëÿöèé.

Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ëàãðàíæèàí ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿ-
ðîì, ïîñòðîåííîì èç ïîëåé è èõ ïðîèçâîäíûõ. Êàê âîîáùå èç ýòèõ îáú-
åêòîâ ìîæíî ïîñòðîèòü ñêàëÿð? Åñòåñòâåííûé îòâåò íà äàííûé âîïðîñ
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ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñ÷èòàòü ïîëÿ íåêîòîðûìè ñïèí-òåíçîðàìè. Òîãäà
ïîñòðîåíèå ñêàëÿðà íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Íàäî ïðîñòî ïåðåìíîæèòü
ïîëÿ è ïðîèçâîäíûå ïîëåé è â êîíöå ñâåðíóòü âñå èíäåêñû. Â ðåçóëüòàòå
ìû ïðèõîäèì ê ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî ïîëÿ Φ(x) ÿâëÿþòñÿ ñïèí-òåíçîðàìè
è çíà÷èò ïðåîáðàçóþòñÿ ïî íåêîòîðîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû Ëîðåíöà.

Φ′
A(x′) = ΦA(x) +

i

2
ωµν (Jµν)A

BΦB(x). (16)

Çäåñü A, B - íàáîð ñïèíîðíûõ òî÷å÷íûõ è íåòî÷å÷íûõ èíäåêñîâ, à
(Jµν)A

B - ìàòðèöà ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû Ëîðåíöà â äàííîì ïðåäñòàâëå-
íèè. Îáû÷íî ñïèíîðíûå èíäåêñû íàçûâàþòñÿ ëîðåíöåâñêèìè. Â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå ðîëü ïàðàìåòðîâ ξa èãðàþò ωµν. Ïîäñòàâëÿåì â (16)
δxµ = ωµ

νx
ν, ïîëó÷àåì

δΦA(x) =
i

2
ωµν (Jµν)A

BΦB(x), (17)

ãäå

Jµν = Lµν + Sµν

Lµν = i(xν∂µ − xµ∂ν).

Âûðàæåíèå i
2 (Jµν)A

BΦB(x) èãðàåò ðîëü ôóíêöèè Y i
a(x,Φ(x), ∂µΦ(x)) â

îáùåì ñîîòíîøåíèè (14).
Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ïîëó÷èì

δΦA(x) =
i

2
ωµν (Jµν)A

BΦB(x)− iaµ (Pµ)A
BΦB, (18)

ãäå (Pµ)A
B = δA

Bi∂µ. Òîãäà ðîëü ôóíêöèè Y
i
a(x,Φ(x), ∂µΦ(x))ξa èãðàåò

âûðàæåíèå

i

2
(Jµν)A

BΦB(x)ωµν − ∂µΦA(x)aµ.

Ïîìèìî ñèììåòðèè, ñâÿçàííîé ñ ãðóïïîé Ïóàíêàðå, ìîãóò ñóùåñòâî-
âàòü è äðóãèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ñèììåòðèè. Íàïðèìåð, åñëè
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ëàãðàíæèàí íå ñîäåðæèò ðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ, òî äåéñòâèå ìîæåò
áûòü èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îíè
îïðåäåëÿþòñÿ êàê òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, ïðè êîòîðûõ èíòåð-
âàë ds2 óìíîæàåòñÿ íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ. Òî åñòü, åñëè x′µ = x′µ(x), òî
òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå áóäåò êîíôîðìíûì, êîãäà ds′2 = ϕ(x)ds2. Çäåñü ds2

- èíòåðâàë â òåðìèíàõ êîîðäèíàò xµ, à ds′2 - èíòåðâàë â òåðìèíàõ êîîðäè-
íàò x′µ. Íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
îáðàçóåò ãðóïïó, ãäå ãðóïïîâîå óìíîæåíèå çàäàíî êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîå âûïîëíåíèå ïðåîáðàçîâàíèé. Êîíôîðìíàÿ ñèììåòðèÿ íàêëàäûâàåò
æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ôîðìó ëàãðàíæèàíà. Ìû çäåñü ýòèõ âîïðîñîâ
êàñàòüñÿ íå áóäåì.

3.2 Âíóòðåííèå ñèììåòðèè

Ïóñòü ïîëå ñ ëîðåíöåâñêèìèì èíäåêñàìè A ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì â íåêî-
òîðîì n-ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, è çíà÷èò, èìååò n êîìïîíåíò,
Φ ≡ ΦI

A, I = 1, 2, . . . , n. Ïóñòü êðîìå òîãî â ýòîì ëèíåéíîì ïðîñòðàí-
ñòâå îïðåäåëåíî ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðîé ãðóïïû Ëè ñ ïàðàìåòðàìè ξa

è ãåíåðàòîðàìè (Ta)
I
J . Ýòî çíà÷èò, ÷òî çàäàíî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

δΦI
A = i(Ta)

I
JΦJ

Aξ
a. (19)

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ëîðåíöåâñêèå èíäåêñû íå ïðåîáðàçóþòñÿ.
Ãåíåðàòîðû Ta óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

[Ta, Tb] = ifab
cTc,

ãäå fab
c - ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå äàííîé ãðóïïû Ëè.

Ïóñòü äåéñòâèå S[Φ] èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (19).
Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå (19) ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì âíóòðåí-
íåé ñèììåòðèè.

4 Òåîðåìà Í¼òåð

Òåîðåìà Í¼òåð ïðåäñòàâëÿåò îáùèé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ñîõðàíÿþùèõ-
ñÿ âåëè÷èí â òåîðèè ïîëÿ. Àääèòèâíûå ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû ïðè-
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íÿòî íàçûâàòü äèíàìè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè.
Òåîðåìà Êàæäîìó N - ïàðàìåòðè÷åñêîìó íåïðåðûâíîìó ïðåîáðàçî-

âàíèþ ñèììåòðèè ñîîòâåòñòâóåò N äèíàìè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî
Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè

δxµ = Xµ
aξ

a (20)

δΦi = Y i
aξ

a,

îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ äåéñòâèå èíâàðèàíòíî, δS[Φ] = 0. Âû÷èñëèì âà-
ðèàöèþ äåéñòâèÿ δS[Φ] = S[Φ′]− S[Φ]. Çäåñü

S[Φ] =

∫
Ω

d4xL(Φ(x), ∂µΦ(x)),

S|Φ′| =

∫
Ω

d4x′L(Φ′(x′), ∂′µΦ
′(x′)).

Ñîâåðøèì â ïåðâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ äëÿ S[Φ′] çàìåíó ïåðåìåííûõ x′µ =
xµ + δxµ. Ïðè ýòîì îáëàñòü Ω′ ïåðåéäåò â îáëàñòü Ω. ßêîáèàí òàêîé
çàìåíû ïåðåìåííûõ åñòü

det

(
∂x′µ

∂xν

)
= det (δµ

ν + ∂νδx
µ) = 1 + ∂µδx

µ.

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî δxµ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìàëûå ïàðàìåòðû ξa. Â ðå-
çóëüòàòå

S[Φ′] =

∫
Ω

d4x(1 + ∂µδx
µ)L

(
Φ′(x+ δx),

∂xν

∂x′µ
∂νΦ

′(x+ δx)

)
.

×òîáû íàéòè (∂xν/∂x′µ) ó÷òåì, ÷òî

∂xν

∂x′µ
∂xµ

∂xα
=
∂xν

∂xα
= δν

α.
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Íî
∂x′µ

∂xα
= δµ

α + ∂αδx
µ.

Òîãäà â íèçøåì ïîðÿäêå ïî δxµ ïîëó÷èì

∂xν

∂x′µ
= δν

µ − ∂µδx
ν.

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåò-
ðèè Φ′(x+ δx) = Φ(x) +4Φ(x). Ïîýòîìó

S[Φ′] =

∫
Ω

d4x(1 + ∂µδx
µ)L(Φ +4Φ, (δν

µ − ∂µδx
ν)(∂νΦ + ∂ν4Φ)).

Äàëåå ïðîâåäåì ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà â âûðàæåíèè äëÿ ëàãðàí-
æèàíà L(Φ +4Φ, (δν

µ − ∂µδx
ν)(∂νΦ + ∂ν4Φ)) ñ òî÷íîñòüþ äëÿ ÷ëåíîâ

ëèíåéíûõ ïî 4Φ è δxν . Ïîëó÷èì

S|Φ′| =

∫
Ω

d4x { L(Φ, ∂µΦ) + L(Φ, ∂µΦ)∂µδx
µ +

+
∂L
∂Φi

4Φi +
∂L
∂∂µΦi

(
∂µ4Φi − ∂νΦ

i∂µδx
ν
)
} =

=

∫
Ω

d4x { L+ L∂µδx
µ +

∂L
∂Φi

δΦi +
∂L
∂Φi

∂µΦ
iδxµ +

+
∂L
∂∂µΦi

(
∂µδΦ

i + ∂µ∂νΦ
iδxν + ∂νΦ

i∂µδx
ν − ∂νΦ

i∂µδx
ν
)
} =

=

∫
Ω

d4x { L+ L∂µδx
µ +

∂L
∂Φi

δΦi +
∂L
∂∂µΦi

∂µδΦ
i +

+
∂L
∂Φi

∂µΦ
iδxµ +

∂L
∂∂νΦi

∂ν∂µΦ
iδxµ } =

=

∫
Ω

d4x

{
L(∂µδx

µ) + (∂µL)δxµ +
∂L
∂Φi

δΦi +
∂L
∂∂µΦi

∂µδΦ
i

}
.
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Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî δ∂µΦ
i = ∂µδΦ

i. Òåïåðü èñïîëüçóåì óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ, ñîãëàñíî êîòîðûì

∂L
∂Φi

= ∂µ
∂L
∂∂µΦi

.

Â èòîãå

S[Φ′] =

∫
Ω

d4x

{
L+ ∂µ(Lδxµ) + ∂µ

(
∂L
∂∂µΦi

δΦi

)}
Òåïåðü ïîäñòàâèì (20). Ýòî äàåò

δS[Φ] = S[Φ′]− S|Φ| =
∫
Ω

d4x∂µ

{
∂L
∂∂µΦi

δΦi + Lδxµ

}
=

=

∫
Ω

d4x∂µ

{
∂L
∂∂µΦi

Y i
a + LXµ

a

}
ξa.

Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèÿ (20) ýòî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè, òî
S[Φ] = 0. Òàê êàê ïàðàìåòðû ξa íåçàâèñèìû, òî ïîëó÷èì∫

Ω

d4x∂µ

{
∂L
∂∂µΦi

Y i
a + LXµ

a

}
= 0. (21)

Îáîçíà÷èì

Jµ
a = −

{
∂L
∂∂µΦi

Y i
a + LXµ

a

}
. (22)

Ïîñêîëüêó îáëàñòü Ω â èíòåãðàëå (21) ïðîèçâîëüíà, òî ñîîòíîøåíèå
(22) âåäåò ê óðàâíåíèþ

∂µJ
µ
a = 0. (23)

Âåðíåìñÿ ê ñîîòíîøåíèþ (21) è ïðåîáðàçóåì åãî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû
Ãàóññà, ïîëó÷èì

∫
δΩ

dσµJ
µ
a = 0. (24)
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Ïîñêîëüêó íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè ïîëå îáðàùàåòñÿ â íîëü,
òî èíòåãðàë â (24) ñâîäèòñÿ ê∫

σ2

dσµJ
µ
a −

∫
σ1

dσµJ
µ
a = 0. (25)

Çíàê ìèíóñ îáóñëîâëåí èçìåíåíèåì íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà íîðìàëè ê ïî-
âåðõíîñòè σ(x) = σ1.

Ââåäåì ôóíêöèîíàëû, çàâèñÿùèå îò ãèïåðïîâåðõíîñòè σ(x) = σ ïî
ïðàâèëó

Ca[σ] =

∫
σ

dσµJ
µ
a. (26)

Òîãäà ñîîòíîøåíèå (25) âåäåò ê ðàâåíñòâó

Ca[σ2] = Ca[σ1], (27)

a = 1, 2, 3, . . . , N,

òî åñòü, ôóíêöèîíàëû Ca[σ] (26) íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðîñòðàíñòâåííî-
ïîäîáíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè σ, Ca[σ] = const. Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷à-
åò, ÷òî ôóíêöèîíàëû Ca[σ] (26) ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó N -ïàðàìåòðè÷åñêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñèììåò-
ðèè ñîîòâåòñòâóåò N äèíàìè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ. Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí-
÷åíî.

Âûðàæåíèå Jµ
a (22) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì òîêîì, ñîîòíîøåíèå (23)

íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ îáîáùåííîãî òîêà.
Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè σ(x) = σ ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîãî

âðåìåíè, σ(x) = x0. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (27) ñëåäóåò

Ca[x
0
2] = Ca[x

0
1],

ãäå

Ca[x
0] =

∫
x0

d3xJ0
a. (28)

18



Ñäåëàåì äâà çàìå÷àíèÿ.
1. Ôóíêöèîíàëû Ca[σ] (26) ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè

ïðè âûïîëíåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.
2. Îáîáùåííûé òîê îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. Ïóñòü Jµ

a - îáîáùåí-
íûé òîê, ââåäåì J̃µ

a = Jµ
a + ∂νf

µν
a, ãäå f

µν
a = −f νµ

a - àíòèñèììåò-
ðè÷íàÿ ïî èíäåêñàì µ, ν ôóíêöèÿ îò ïîëåé è èõ ïðîèçâîäíûõ. Òîãäà
∂νJ̃

µ
a = ∂µJ

µ
a + ∂µ∂νf

µν
a = ∂µJ

µ
a. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ∂µJ

µ
a = 0,

òî è ∂µJ̃
µ
a = 0. Ëîêàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ îáîáùåííîãî òîêà íå ìå-

íÿåòñÿ. Çíà÷èò è äèíàìè÷åñêèå èíâàðèàíòû Ca[σ] òàêæå íå ìåíÿþòñÿ.
Óêàçàííûé ïðîèçâîë èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ, ÷òîáû íàëîæèòü íà îáîáùåí-
íûé òîê íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.

5 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

Ðàññìîòðèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ, ñâÿçàííûé ñ èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñè-
òåëüíî òðàíñëÿöèé x′µ = xµ + aµ, ãäå aµ - ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé
âåêòîð. ßñíî, ÷òî åñëè ëàãðàíæèàí íå çàâèñèò ÿâíî îò êîîðäèíàò, òî
òðàíñëÿöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ñèììåòðèè. Â ýòîì ñëó÷àå

δxµ = aµ = δµ
νa

ν,

òî åñòü ôóíêöèÿ Xµ
a â îáùåì ñîîòíîøåíèè δxµ = Xµ

aξ
a åñòü δµ

ν, à ðîëü
ïàðàìåòðà ξa èãðàåò aµ. Èç ñîîòíîøåíèÿ (18) ïðè ωµν = 0 ñëåäóåò, ÷òî

δΦi = −∂µΦ
iaµ = −δµ

ν∂µΦ
iaν.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðîëü ôóíêöèè Y i
a â ñîîòíîøåíèè δΦi = Y i

aξ
a èãðàåò

−δµ
ν∂µΦ

i.
Îáîáùåííûé òîê, îòâå÷àþùèé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òðàíñëÿ-

öèé, îáîçíà÷àåòñÿ T µ
ν è íàçûâàåòñÿ (êàíîíè÷åñêèì) òåíçîðîì ýíåðãèè-

èìïóëüñà. Èç îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ (22) ïîëó÷àåì

T µ
ν =

∂L
∂∂µΦi

∂νΦ
i − Lδµ

ν. (29)
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Çàïèøåì äèíàìè÷åñêèå èíâàðèàíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèììåòðèè îò-
íîñèòåëüíî òðàíñëÿöèé. Îíè îáîçíà÷àþòñÿ P ν è ñîãëàñíî (26) èìåþò âèä

Pν =

∫
σ

dσµT
µ
ν. (30)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè σ = x0 èç (30) ïîëó÷àåì

Pν =

∫
d3xT 0

ν =

∫
d3x

(
∂L
∂∂0Φi

∂νΦ
i − Lδ0

ν

)
. (31)

Ìû âèäèì, ÷òî

P0 =

∫
d3x

(
∂L
∂Φ̇i

Φ̇i − L
)
.

Îïðåäåëèì ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêîé îáîáùåííûå èìïóëü-
ñû πi = ∂L

∂Φ̇i
, òîãäà

P0 =

∫
d3x(πiΦ̇

i − L) = H, (32)

ãäå H - êëàññè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà, òî åñòü ýíåðãèÿ. Òàêèì îáðà-
çîì êîìïîíåíòû P0 âåêòîðà Pν - ýòî ýíåðãèÿ. Òîãäà â ñèëó ðåëÿòèâèñò-
ñêîé êîâàðèàíòíîñòè âåêòîð Pν åñòü âåêòîð ýíåðãèè-èìïóëüñà.

6 Ïðåäïîëîæåíèÿ î ñòðóêòóðå ëàãðàíæèàíà

Ðàññìîòðèì òåîðèþ ñ íàáîðîì ïîëåé Φi(x) è äåéñòâèåì

S[Φ] =

∫
d4xL(Φ(x), ∂µΦ(x)).

Êîíêðåòíàÿ ìîäåëü òåîðèè ïîëÿ çàäàåòñÿ óêàçàíèåì êîíêðåòíîãî íàáîðà
ïîëåé è êîíêðåòíîãî ëàãðàíæèàíà.
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Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëÿ Φi ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïèí-
òåíçîðû. Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î ìîäåëÿõ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ìîäåëÿõ
âåêòîðíîãî ïîëÿ è ò.ä. Âîçìîæíû òàê æå ìîäåëè íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ
òèïîâ ïîëåé.

Îòíîñèòåëüíî ëàãðàíæèàíà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åãî âñåãäà ìîæíî
ðàçáèòü íà ñóììó äâóõ ÷ëåíîâ L = L0 + Lint, ãäå L0 - ýòî êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà ïî ïîëÿì è èõ ïðîèçâîäíûì, à Lint ñîäåðæèò ñóììàðíûå ñòåïå-
íè ïîëåé è ïðîèçâîäíûõ ïîëåé âûøå âòîðîé. Ïðè ýòîì L0 íàçûâàåòñÿ
ñâîáîäíûì ëàãðàíæèàíîì, à Lint - ëàãðàíæèàíîì âçàèìîäåéñòâèÿ.

Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ òåîðèè ñ ëàãðàíæèàíîì L
∂L0

∂Φi
− ∂µ

∂L0

∂∂µΦi
= −

(
∂Lint

∂Φi
− ∂µ

∂Lint

∂∂µΦi

)
. (33)

Òàê êàê L0 êâàäðàòè÷åí ïî ïîëÿì è èõ ïðîèçâîäíûì, òî ëåâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèé (33) âñåãäà ëèíåéíà ïî ïîëÿì è ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ ïðî-
èçâîäíûõ ïîëåé. Ïîýòîìó, åñëè Lint = 0, òî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ áóäåò ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà íå âûøå âòîðîãî ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Åñëè Lint 6= 0, òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ áóäåò íåëèíåéíûì. Ýòî îáñòî-
ÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåò íàçâàíèÿ "ñâîáîäíûé ëàãðàíæèàí"è "ëàãðàíæèàí
âçàèìîäåéñòâèÿ".

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùèå ñâîáîäíîìó ëàãðàíæè-
àíó L0. Îíî íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ. Ïîñêîëüêó
ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ñïèí-òåíçîðàìè, òî ñâîáîäíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýòî
ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñïèí-òåíçîðîâ. Åñëè åùå
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ñïèí-òåíçîðû ïðåîáðàçîâûâàëèñü
ïî ïðåäñòàâëåíèþ (íåïðèâîäèìîìó èëè ïðèâîäèìîìó) ãðóïïû Ïóàíêàðå,
òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîáîäíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íå ìîãóò áûòü íè
÷åì èíûì êðîìå êàê ðåëÿòèâèñòñêèìè âîëíîâûìè óðàâíåíèÿìè. Ïîýòîìó
ïîñòðîåíèå ëàãðàíæèàíà L0 ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè ëàãðàíæè-
àíà, ãåíåðèðóþùåãî äàííûå óðàâíåíèÿ. Äëÿ âñåõ ñïèí-òåíçîðíûõ ïîëåé
â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòà çàäà÷à ðåøåíà.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà â ïîñòðîåíèè ïîëíîãî ëàãðàíæèàíà L ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû íàéòè Lint. Íèêàêîãî îáùåãî ðåöåïòà çäåñü íå ñóùåñòâóåò è
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òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷åíèå ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ è ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåä-
ïîëîæåíèé è îïðåäåëåííîãî èñêóññòâà.

7 Ìîäåëè òåîðèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííîå ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ(x). Êàê èçâåñòíî, ñî-
îòâåòñòâóþùåå ðåëÿòèâèñòñêîå âîëíîâîå óðàâíåíèå - ýòî óðàâíåíèå
Êëåéíà-Ãîðäîíà.

�ϕ(x) +m2ϕ(x) = 0.

Ïîñòðîèì ëàãðàíæèàí, âåäóùèé ê ýòîìó óðàâíåíèþ. Ïî îïðåäåëåíèþ ëà-
ãðàíæèàí äîëæåí áûòü ñêàëÿðíûì ïîëåì è ÿâëÿòüñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìîé ïî ïîëþ ϕ(x) è åãî ïðîèçâîäíûì ∂µϕ(x). Ïîìèìî ýòîãî ëàãðàíæèàí
äîëæåí ñîäåðæàòü ïàðàìåòð m2. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà
íå ñîäåðæèò îáðàòíûõ ñòåïåíåé ìàññû, òî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî â ëà-
ãðàíæèàíå òàêæå íå äîëæíî áûòü îáðàòíûõ ñòåïåíåé ìàññû. Î÷åâèäíî,
÷òî èñïîëüçóÿ ϕ(x), ∂µϕ(x) è m2, ìîæíî ïîñòðîèòü òîëüêî äâà ñêàëÿðà,
èìåþùèõ îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü è ÿâëÿþùèõñÿ êâàäðàòè÷íûìè ïî ïî-
ëþ è åãî ïðîèçâîäíûì. Ýòî ηαβ∂αϕ∂βϕ è m2ϕ2. Ïîýòîìó íàèáîëåå îáùèé
âîçìîæíûé âèä ñâîáîäíîãî ëàãðàíæèàíà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ åñòü

L0 =
1

2
C1η

αβ∂αϕ∂βϕ+
1

2
C2m

2ϕ2, (34)

ãäå C1, C2 - ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû.
Íàéäåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùèå ëàãðàíæèàíó (34). Èìååì

∂L0

∂ϕ
= C2m

2ϕ

∂L0

∂∂µϕ
=

1

2
C1η

αβ (δα
µ∂βϕ+ δβ

µ∂αϕ) =

=
1

2
C1

(
ηµβ∂βϕ+ ηµα∂αϕ

)
= C1η

µν∂νϕ.

Òîãäà
∂L0

∂ϕ
− ∂µ

(
∂L0

∂∂µϕ

)
= C2m

2ϕ− C1η
µν∂νϕ = 0,
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ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ åñòü

C1�ϕ− C2m
2ϕ = 0.

Ýòî óðàâíåíèå äîëæíî ñîâïàäàòü ñ óðàâíåíèåì Êëåéíà-Ãîðäîíà. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî C2 = −C1. Â èòîãå ìû ïðèõîäèì ê ëàãðàíæèàíó

L0 = C1

(
1

2
ηαβ∂αϕ∂βϕ−

1

2
m2ϕ2

)
. (35)

Êîíñòàíòà C1 îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé.
Äëÿ ôèêñàöèè êîíñòàíòû C1 ïîòðåáóåì, ÷òîáû ýíåðãèÿ ïîëÿ, îïè-

ñûâàåìîãî ëàãðàíæèàíîì (35), áûëà ïîëîæèòåëüíîé. Çàïèøåì âåêòîð
ýíåðãèè-èìïóëüñà

Pν =

∫
d3xT 0

ν =

∫
d3x

(
∂L
∂∂0ϕ

∂νϕ− δ0
νL

)
,

ãäå T µ
ν - òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà. Îòñþäà

P0 =

∫
d3x

(
∂L
∂∂0ϕ

∂0ϕ− L
)
.

Ïîäñòàâèì â êà÷åñòâå L âûðàæåíèå l0 (35) è ïîëó÷èì

P0 = C1

∫
d3x

(
η0ν∂νϕ∂0ϕ−

1

2
ηµν∂µϕ∂νϕ+

1

2
m2ϕ2

)
=

= C1

∫
d3x

(
ϕ̇2 − 1

2
ϕ̇2 +

1

2
∂iϕ∂iϕ+

1

2
m2ϕ2

)
=

= C1

∫
d3x

(
1

2
ϕ̇2 +

1

2
∂iϕ∂iϕ+

1

2
m2ϕ2

)
.

Ìû âèäèì, ÷òî ýíåðãèÿ ïîëÿ áóäåò ïîëîæèòåëüíîé ïðè ëþáîé ïîëî-
æèòåëüíîé êîíñòàíòå C1. Äàëüíåéøèé âûáîð C1 - ýòî âîïðîñ óäîáñòâà.
Îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ C1 = 1. Òàêèì îáðàçîì, ñâîáîäíûé ëàãðàíæèàí
ñêàëÿðíîãî ïîëÿ èìååò âèä
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L0 =
1

2
∂µϕ∂µϕ−

1

2
m2ϕ2. (36)

Óñòàíîâèì ðàçìåðíîñòü ïîëÿ ϕ. Çàïèøåì äåéñòâèå

S0[Φ] =

∫
d4x

(
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2.

)
Â åñòåñòâåííîé ñèñòåìå åäèíèö, ãäå ~ = 1 è ñêîðîñòü ñâåòà c = 1, äåé-
ñòâèå áåçðàçìåðíî. d4x èìååò ðàçìåðíîñòü −4, m2 èìååò ðàçìåðíîñòü
2, ∂µ èìååò ðàçìåðíîñòü 1. Îáîçíà÷èì [ϕ] - ðàçìåðíîñòü ïîëÿ ϕ. Òîãäà
èìååì

0 = −4 + 2 + 2[ϕ],

îòñþäà [ϕ] = 1.
Âêëþ÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îñóùåñòâëÿåòñÿ äî-

áàâëåíèåì ê ëàãðàíæèàíó L0 (36) âûðàæåíèÿ −V (ϕ), ãäå V (ϕ) - ïðîèç-
âîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò ϕ, ðàçëîæåíèå êîòîðîé â ðÿä Òåéëîðà íà÷èíàåòñÿ ïî
êðàéíåé ìåðå ñ ÷ëåíà ϕ3. Â ðåçóëüòàòå ïîëíûé ëàãðàíæèàí ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ åñòü

L = L0 + Lint =
1

2
∂µϕ∂µϕ−

1

2
m2ϕ2 − V (ϕ). (37)

Ñëàãàåìîå 1
2∂

µϕ∂µϕ íàçûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêèì ÷ëåíîì, ñëàãàåìîå 1
2m

2ϕ2

íàçûâàåòñÿ ìàññîâûì ÷ëåíîì è ñëàãàåìîå V (ϕ) íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì
âçàèìîäåéñòâèÿ. Âûðàæåíèå U(ϕ) = 1

2m
2ϕ2 + V (ϕ) íàçûâàåòñÿ ïîòåíöè-

àëîì ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.
Îáû÷íî ïîòåíöèàë V (ϕ) ïðèíèìàåòñÿ â âèäå ïîëèíîìà ëþáîé êîíå÷-

íîé ñòåïåíè íå íèæå òðåòüåé,

V (ϕ) =
λ1

3!
ϕ3 +

λ2

4!
ϕ4 + . . .+

λn−2

n!
ϕn.

Ïàðàìåòðû λk (k = 1, 2, . . . , n − 2) íàçûâàþòñÿ êîíñòàíòàìè ñâÿçè.
Íàéäåì èõ ðàçìåðíîñòè. Ïîñêîëüêó V (ϕ) âõîäèò â ëàãðàíæèàí â êà-
÷åñòâå ñëàãàåìîãî, òî [V (ϕ)] = −4. Äëÿ ñëàãàåìîãî λk−2ϕ

k/k! èìååì

4 = k[ϕ] + [λk−2].
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Îòñþäà [λk−2] = 4− k. Èç âñåõ êîíñòàíò ñâÿçè âûäåëåííîé ÿâëÿåòñÿ λ2,
ðàçìåðíîñòü êîòîðîé ðàâíà íóëþ. Îáîçíà÷èì λ2 = λ. Òàêèì îáðàçîì
ïðîñòåéøèé ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ åñòü

V (ϕ) =
λ

4!
ϕ4. (38)

Îñíîâûâàÿñü íà ëàãðàíæèàíå (37), ìîæíî ïîñòðîèòü áîëüøîå êîëè÷å-
ñòâî ìîäåëåé òåîðèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, êîìïëåêñ-
íîå ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ =

√
2(ϕ1 + iϕ2), ãäå ϕ1, ϕ2 - âåùåñòâåííûå ñêàëÿð-

íûå ïîëÿ. Ëàãðàíæèàí äëÿ âåùåñòâåííûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé çàïèøåì ïî
àíàëîãèè ñ (37)

L =
1

2
∂µϕ1∂µϕ1 −

1

2
m2ϕ2

1 +
1

2
∂µϕ2∂µϕ2 −

1

2
m2ϕ2

2 − V (ϕ1, ϕ2). (39)

Ïîòåíöèàë V (ϕ1, ϕ2) ïðåäïîëàãàåòñÿ âåùåñòâåííûì. Â âûðàæåíèè (39)
ïåðåéäåì îò ïîëåé ϕ1, ϕ2 ê ïîëÿì ϕ =

√
2(ϕ1 + iϕ2), ϕ

∗ =
√

2(ϕ1 − iϕ2).
Òîãäà ïîëó÷èì

L = ∂µϕ∗∂µϕ−m2ϕ∗ϕ− Ṽ (ϕ∗, ϕ), (40)

ãäå
Ṽ (ϕ∗, ϕ) = V (ϕ1, ϕ2)|ϕ1=ϕ+ϕ∗

2
√

2
,ϕ2=ϕ−ϕ∗

2i
√

2

Îáðàòèì âíèìàíèÿ, ÷òî ñâîáîäíûé ëàãðàíæèàí â (40) èíâàðèàíòåí îò-
íîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ϕ′ = eiαϕ, ϕ′∗ = e−iαϕ∗, ãäå α - ïðîèçâîëü-
íûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïîòåíöèàë
Ṽ (ϕ∗, ϕ) îáëàäàë òåì æå ñâîéñòâîì, Ṽ (e−iαϕ∗, eiαϕ) = Ṽ (ϕ∗, ϕ). Ýòîìó
íàïðèìåð óäîâëåòâîðÿåò Ṽ (ϕ∗, ϕ) = Ṽ (ϕ∗, ϕ).

Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå áîëåå ñëîæíîé ìîäåëè. Ïóñòü èìååòñÿ n-
êîìïîíåíòíîå ñêàëÿðíîå ïîëå ϕI(x), I = 1, 2, . . . , n. Îñíîâûâàÿñü íà ëà-
ãðàíæèàíå (37), ìîæíî ñðàçó íàïèñàòü

L =
1

2
δIJη

µν∂µϕ
I∂νϕ

J − 1

2
m2

IJϕ
IϕJ − V (ϕI). (41)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåíöèàë V (ϕI) åñòü ïîëèíîì ïî ϕI , âêëþ÷àþùèé
òîëüêî áåçðàçìåðíûå êîíñòàíòû ñâÿçè. Òîãäà

V (ϕI) =
1

4!
λIJKLϕ

IϕJϕKϕL. (42)

Ïàðàìåòðû λIJKL íàçûâàþòñÿ êîíñòàíòàìè ñêàëÿðíîé ñâÿçè, ïàðàìåòðû
m2

IJ íàçûâàþòñÿ ìàññîâîé ìàòðèöåé.
Ðàññìîòðèì åùå áîëåå ñëîæíóþ ìîäåëü òåîðèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.

Ïîëîæèì â (41) m2
IJ = 0, V (ϕI) = 0 è çàìåíèì δIJ íà ôóíêöèþ gIJ(ϕ).

Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü ëàãðàíæèàí

L =
1

2
gIJ(ϕ)∂µϕ

I∂µϕJ . (43)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôîðìà ëàãðàíæèàíà (43) áûëà èíâàðèàíòíîé îòíîñè-
òåëüíî ïðîèçâîëüíîé ðåïàðàìåòðèçàöèè ïîëåé ϕI ,

ϕI = f I(ϕ′). (44)

Èìååì

L =
1

2
gIJ(ϕ)

∂ϕI

∂ϕ′K
∂ϕJ

∂ϕ′L
∂µϕK∂µϕ

L =
1

2
g′KL(ϕ′)∂µϕK∂µϕ

L.

Ýòî âîçìîæíî ïðè óñëîâèè

g′KL(ϕ′) =
∂ϕI

∂ϕ′K
∂ϕJ

∂ϕ′L
gIJ(ϕ). (45)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå åñòü çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò êîâàðè-
àíòíîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîîðäèíàò. Èç (43)
ñëåäóåò, ÷òî gIJ(ϕ) = gJI(ϕ). Ïðèíèìàåòñÿ ñëåäóþùàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.
Ïîëÿ ϕI(x) ïîíèìàþòñÿ êàê êîîðäèíàòû íà íåêîòîðîì ìíîãîîáðàçèè, à
gIJ(ϕ) ïîíèìàåòñÿ êàê ðèìàíîâà ìåòðèêà íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè. Â èòî-
ãå ëàãðàíæèàí (43) ôîðìóëèðóåòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ. Ìîäåëü
òåîðèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ëàãðàíæèàíîì (43) íàçûâàåòñÿ ñèãìà-ìîäåëüþ.
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8 Ìîäåëè òåîðèè ñïèíîðíîãî ïîëÿ

Ðàññìîòðèì ñïèíîðíîå ïîëå ψ(x). Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåëÿòèâèñòñêîå
âîëíîâîå óðàâíåíèå - ýòî óðàâíåíèå Äèðàêà

iγµ∂µψ(x)−mψ(x) = 0.

Ëàãðàíæèàí, îòâå÷àþùèé ýòîìó óðàâíåíèþ, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

L0 = ψ̄iγµ∂µψ −mψ̄ψ. (46)

Ïîêàæåì, ÷òî ëàãðàíæèàí (46) äåéñòâèòåëüíî âåäåò ê óðàâíåíèþ
Äèðàêà. Èìååì

∂L0

∂ψ̄
= iγµ∂µψ −mψ

∂L0

∂∂µψ̄
= 0.

Òîãäà
∂L0

∂ψ̄
− ∂µ

∂L0

∂∂µψ̄
= iγµ∂µψ −mψ = 0.

Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå Äèðàêà.
Ïîêàæåì, ÷òî ëàãðàíæèàí (46) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ñêàëÿðîì.

Ïåðåéäåì ê äâóõêîìïîíåíòíûì îáîçíà÷åíèÿì

γµ =

(
0 σµ

σ̃µ 0

)
, ψ =

(
ϕa

χȧ

)
, ψ̄ = (χ̄a, ϕ̄ȧ).

Òîãäà ψ̄ψ = χ̄aϕa + ϕ̄ȧχ
ȧ. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. "Ðåëÿòèâèñòñêàÿ ñèììåò-

ðèÿ"), ÷òî êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ ëîðåíöåâñêèì
ñêàëÿðîì. Êðîìå òîãî, χ̄a = (χȧ)∗, ϕ̄ȧ = (ϕa)

∗. Ïîýòîìó âûðàæåíèå ψ̄ψ
âåùåñòâåííî. Àíàëîãè÷íî

ψ̄γµψ = χ̄a(σµ)aȧχ
ȧ + ϕ̄ȧ(σ̃

µ)ȧaϕa.

, Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. "Ðåëÿòèâèñòñêàÿ ñèììåòðèÿ") ÷òî êàæäîå èç ñëà-
ãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ ëîðåíöåâñêèì âåêòîðîì, à ñ ó÷åòîì
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χ̄a = (χȧ)∗ è ϕ̄ȧ = (ϕa)
∗ - âåùåñòâåííûì. Òàêèì îáðàçîì, ëàãðàíæèàí

(46) åñòü âåùåñòâåííûé ñêàëÿð.
Êàê ââåñòè âçàèìîäåéñòâèå? Åñëè ñëåäîâàòü ïðèìåðó òåîðèè ñêàëÿð-

íîãî ïîëÿ, òî ïîëíûé ëàãðàíæèàí ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

L = ψ̄iγµ∂µψ −mψ̄ψ − V (ψ̄, ψ), (47)

ãäå V (ψ̄, ψ) - âåùåñòâåííûé ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîñêîëüêó ñâî-
áîäíûé ëàãðàíæèàí (46) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ψ′ =
eiαψ, ψ̄′ = e−iαψ, ãäå α - ïðîèçâîëüíûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, òî åñòå-
ñòâåííî ïîòðåáîâàòü èíâàðèàíòíîñòü ïîòåíöèàëà V (ψ̄, ψ) îòíîñèòåëüíî
ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ýòî äàåò V (e−iαψ̄, eiαψ) = V (ψ̄, ψ). Ðåøåíèåì ÿâ-
ëÿåòñÿ íàïðèìåð V (ψ̄, ψ) = V (ψ̄, ψ). Ïðîñòåéøåå âûðàæåíèå äëÿ ïîòåí-
öèàëà åñòü λ(ψ̄ψ)2. Äðóãîå âîçìîæíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà âçà-
èìîäåéñòâèÿ ýòî V = λ1(ψ̄γ

µψ)(ψ̄γµψ). Çäåñü λ, λ1 - êîíñòàíòû ñâÿçè.
Ðàññìîòðåííûå ïîòåíöèàëû âçàèìîäåéñòâèÿ íàçûâàþòñÿ ÷åòûðåõôåðìè-
îííûìè èëè âçàèìîäåéñòâèÿìè Ôåðìè.

Íàéäåì ðàçìåðíîñòü ñïèíîðíîãî ïîëÿ è êîíñòàíò ñâÿçè ÷åòûðåõôåð-
ìèîííûõ âçàèìîäåéñòâèé. Èìååì

0 = −4 + [m] + 2[ψ].

Îòñþäà [ψ] = 3/2. Àíàëîãè÷íî

0 = −4 + [λ] + 4[ψ].

Îòñþäà [λ] = −2. Òî÷íî òàêæå [λ1] = −2. Ðàçìåðíîñòü êîíñòàíò ÷åòû-
ðåõôåðìèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îáðàòíà ðàçìåðíîñòè êâàäðàòà ìàññû.

9 Ìîäåëè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñêàëÿðíûõ è ñïèíîðíûõ
ïîëåé

Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå ëàãðàíæèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ ñêàëÿðíîãî è
ñïèíîðíîãî ïîëåé. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòîò ëàãðàíæèàí íå ñî-
äåðæèò ïðîèçâîäíûõ è âêëþ÷àåò áåçðàçìåðíóþ êîíñòàíòó ñâÿçè. Ïóñòü
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ñêàëÿðíîå ïîëå âåùåñòâåííî. Ðàíåå îòìå÷àëîñü, ÷òî ñâîáîäíûé ëàãðàí-
æèàí ñïèíîðíîãî ïîëÿ èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé âèäà
ψ′ = eiαψ, ψ̄′ = e−iαψ̄, ãäå α - ïðîèçâîëüíûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ Lint(ϕ, ψ, ψ̄) áûë èíâàðè-
àíòåí îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé, òî åñòü Lint(ϕ, e

−iαψ̄, eiαψ) =
Lint(ϕ, ψ̄, ψ). Îòñþäà Lint(ϕ, ψ̄, ψ) = Lint(ϕ, ψ̄ψ). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðàç-
ëîæåíèå Lint(ϕ, ψ̄, ψ) â ðÿä Òåéëîðà íà÷èíàåòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå ñ òðå-
òüåãî ïîðÿäêà, ïîëó÷èì

Lint = −hϕψ̄ψ + . . . .

Ìíîãîòî÷èå îçíà÷àåò ñòåïåíè ïîëåé âûøå òðåòüåé. Ïàðàìåòð h - êîí-
ñòàíòà ñâÿçè. Íàéäåì åå ðàçìåðíîñòü. Èìååì

0 = −4 + [h] + [ϕ] + 2[ψ].

Ïîñêîëüêó [ϕ] = 1 è [ψ] = 3/2, ïîëó÷àåì [h] = 0. Â ðåçóëüòàòå ïðîñòåé-
øèé ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ñêàëÿðíîãî è ñïèíîðíîãî ïîëåé èìååò
âèä

Lint = −hϕψ̄ψ. (48)

Âûðàæåíèå (48) íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ Þêàâû, à h -
êîíñòàíòîé þêàâñêîé ñâÿçè.

Ñ ó÷åòîì (48) ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñêàëÿðíîãî è ñïèíîð-
íîãî ïîëåé çàïèñûâàåòñÿ òàê

L =
1

2
∂µϕ∂µϕ−

1

2
m2

1ϕ
2 − λ

4!
ϕ4 + ψ̄iγµ∂µψ −m2ψ̄ψ − hϕψ̄ψ. (49)

Çäåñü m1, m2 - ìàññû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñêàëÿðíîìó è ñïèíîðíîìó ïîëÿì
ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî ëàãðàíæèàí (49) ñîäåðæèò äâå áåçðàçìåðíûå êîíñòàí-
òû ñâÿçè λ è h. Â ïðèíöèïå, ê (49) ìîæíî äîáàâèòü åùå îäíî âûðàæå-
íèå, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå è ñîäåðæàùåå òîëüêî áåçðàçìåðíóþ
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êîíñòàíòó ñâÿçè. Îíî èìååò âèä −h1ϕψ̄γ5ψ, ãäå ìàòðèöà γ5 îïðåäåëåíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =
i

4!
εµναβγ

µγνγαγβ, (50)

h1 - áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè.
Â ñëó÷àå, åñëè èìåþòñÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûå ñêàëÿðíûå è ñïèíîðíûå

ïîëÿ ϕI , ψJ , ìîæíî ââåñòè Þêàâñêèå âçàèìîäåéñòâèÿ âèäà hIJKϕ
Iψ̄JψK

èëè âèäà h1IJKϕ
Iψ̄Jγ5ψ

K .
Ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ ôåíîìåíîëîãèè ýëåìåíòàðíûõ ÷à-

ñòèö èñïîëüçóåòñÿ ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ñêàëÿðíûõ è ñïèíîðíûõ
ïîëåé ñ ïðîèçâîäíûìè. Íàïðèìåð g1ψ̄γ

µψi∂µϕ, g2ψ̄γ
µγ5ψi∂µϕ, ãäå êîí-

ñòàíòû ñâÿçè g1, g2 îáÿçàòåëüíî ðàçìåðíû.

10 Ìîäåëè òåîðèè ñâîáîäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ

10.1 Áåçìàññîâàÿ òåîðèÿ

Ðåëÿòèâèñòñêîå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ áåçìàññîâîãî âåêòîðíîãî ïî-
ëÿ, òî åñòü óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà, èìååò âèä

∂νF
µν = 0,

ãäå Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Íàøà öåëü ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ëàãðàíæèàíà.

Ðàññìîòðèì ëàãðàíæèàí

L0 = −1

4
FµνF

µν (51)

è ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ñëåäóþùèå èç ýòîãî ëàãðàíæèàíà,
ýòî óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà. Çàïèøåì äåéñòâèå

S0[A] =

∫
Ω

d4x

(
−1

4
FµνF

µν

)
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è âû÷èñëèì åãî âàðèàöèþ. Èìååì

δS0 = −1

4

∫
Ω

d4x(δFµνF
µν + FµνδF

µν) = −1

2

∫
Ω

d4xF µνδFµν =

= −1

4

∫
Ω

d4xF µν(∂µδAν − ∂νδAµ) =

∫
Ω

d4xF µν∂νδAµ =

=

∫
Ω

d4x∂ν(F
µνδAµ)−

∫
Ω

d4x∂νF
µνδAµ.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñ ïîìîùüþ òåîðèè Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî ñâîäèòñÿ ê
èíòåãðàëó ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùåé îáëàñòü Ω. Êàê áûëî îò-
ìå÷åíî â ðàçäåëå 1 ýòîò èíòåãðàë ðàâåí íóëþ â ñèëó ñòàíäàðòíûõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé è òîãî, ÷òî δAµ|σ1

= δAµ|σ2
= 0. Îñòàåòñÿ

δS0 = −
∫
Ω

d4x∂νF
µνδAµ,

ïîýòîìó

δS0[A]

δAµ
= −∂νF

µν.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ åñòü

∂νF
µν = 0

Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà.
Âûðàæåíèå Fµν = ∂µAν − ∂νAµ íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì íàïðÿæåííîñòè

âåêòîðíîãî ïîëÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî òåíçîð íàïðÿæåííîñòè èíâàðèàíòåí îò-
íîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ïîëÿ Aµ âèäà

δAµ = ∂µξ(x). (52)

Çäåñü ξ(x) - ïðîèçâîëüíîå ñêàëÿðíîå ïîëå. Ïðåîáðàçîâàíèå (52) íàçûâà-
åòñÿ êàëèáðîâî÷íûì, ïîëå ξ(x) íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì êàëèáðîâî÷íîãî
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ïðåîáðàçîâàíèÿ èëè êàëèáðîâî÷íûì ïàðàìåòðîì. Ïîñêîëüêó è óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ è ëàãðàíæèàí çàïèñûâàþòñÿ òîëüêî â òåðìèíàõ íàïðÿ-
æåííîñòè Fµν, òî îíè àâòîìàòè÷åñêè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîá-
ðàçîâàíèé (52). Ãîâîðèì, ÷òî òåîðèÿ ñâîáîäíîãî áåçìàññîâîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ëàãðàíæèàíû âèäà CL0, ãäå L0 äàåòñÿ (51), à C
åñòü ïðîèçâîëüíàÿ íåíóëåâàÿ âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà, âåäóò ê óðàâíå-
íèþ Ìàêñâåëëà. Ðàíåå íà ïðèìåðå òåîðèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ìû ïîêàçàëè,
÷òî çíàê êîíñòàíòû C, ÿâëÿþùåéñÿ îáùèì ìíîæèòåëåì â ëàãðàíæèàíå,
äîëæåí îïðåäåëÿòüñÿ èç óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ýíåðãèè ïîëÿ, à âûáîð
|C| - ýòî âîïðîñ óäîáñòâà. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîñòü
ýíåðãèè òðåáóåò â (51) çíàê "ìèíóñ". Óäîáíûé âûáîð äëÿ êîíñòàíòû |C|
åñòü 1/4.

Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà è ñîîòâåòñòâóþùèé ëàãðàíæèàí
(51) îïèñûâàþò ñâîáîäíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â ïðîñòðàíñòâå áåç çà-
ðÿäîâ è òîêîâ.

Íàéäåì ðàçìåðíîñòü ïîëÿ Aµ. Ïîñêîëüêó FµνF
µν ∼ ∂µAν∂

µAν, òî èìå-
åì 4 = 2 + 2[Aµ]. Îòñþäà [Aµ] = 1. Âåêòîðíîå ïîëå èìååò òó æå ðàçìåð-
íîñòü, ÷òî è ñêàëÿðíîå ïîëå.

10.2 Ìàññèâíàÿ òåîðèÿ

Ðåëÿòèâèñòñêîå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ìàññèâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ,
òî åñòü óðàâíåíèå Ïðîêà, èìååò âèä

∂νF
µν −m2ϕµ = 0,

ãäå Fµν = ∂µϕν − ∂νϕµ. Íàøà öåëü ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ëàãðàíæèàíà,
âåäóùåãî ê ýòîìó óðàâíåíèþ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè m2 = 0 óðàâíåíèå Ïðîêà ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ
Ìàêñâåëëà. Ïîýòîìó ëàãðàíæèàí äëÿ óðàâíåíèÿ Ïðîêà äîëæåí ïîëó-
÷èòñÿ èç ëàãðàíæèàíà (51) äîáàâëåíèåì ÷ëåíà ∼ m2ϕµϕµ. Ðàññìîòðèì
ëàãðàíæèàí
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L0 = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2ϕµϕ

µ (53)

è ïîêàæåì, ÷òî îí äåéñòâèòåëüíî âåäåò ê óðàâíåíèþ Ïðîêà.
Çàïèøåì äåéñòâèå

S0[ϕ] =

∫
Ω

d4x

{
−1

4
FµνF

µν +
1

2
m2ϕµϕ

µ

}
è âû÷èñëèì åãî âàðèàöèþ. Èìååì

δS0|ϕ| =
∫
Ω

d4x

{
δ

(
−1

4
FµνF

µν

)
+

1

2
m2δϕµϕ

µ +
1

2
m2ϕµδϕ

µ

}
.

Âàðèàöèþ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ìû óæå âû÷èñëÿëè, îíà èìååò âèä

−
∫
Ω

d4x(∂νF
µν)δϕµ.

Ïîýòîìó

δS0[ϕ] =

∫
Ω

d4x(−∂νF
µν +m2ϕµ)δϕµ.

Ñëåäîâàòåëüíî
δS0[ϕ]

δϕµ
= −∂νF

µν +m2ϕµ.

È òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ åñòü

∂νF
µν −m2ϕµ = 0.

Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå Ïðîêà.
Ëàãðàíæèàí (53) íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæèàíîì Ïðîêà. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò

ëàãðàíæèàí íå ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûì. Äåéñòâèòåëüíî

δL0 = δ

(
−1

4
FµνF

µν

)
+

1

2
m2δ(ϕµϕ

µ) = m2ϕµδϕµ = m2ϕµ∂µξ 6= 0.
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ßñíî, ÷òî êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü âîçìîæíà òîëüêî ïðè m2 = 0.
Ïîêàæåì, ÷òî ëàãðàíæèàí Ïðîêà ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ýêâèâà-

ëåíòíûì îáðàçîì òàê, ÷òîáû îí áûë êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûì ïðè
íåíóëåâîé ìàññå. Ðàññìîòðèì ëàãðàíæèàí

L̃0 = −1

4
FµνF

µν +
1

2
m2(ϕµ − ∂µϕ)(ϕµ + ∂µϕ), (54)

ãäå ϕ - ñêàëÿðíîå ïîëå. Ïî ïîñòðîåíèþ, ëàãðàíæèàí (54) îïèñûâàåò äèíà-
ìèêó äâóõ ïîëåé: âåêòîðíîãî ïîëÿ ϕµ è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ. Ýòîò ëàãðàí-
æèàí î÷åâèäíî èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ êàëèáðîâî÷íûõ
ïðåîáðàçîâàíèé

ϕ′µ = ϕµ + ∂µξ,

ϕ′ = ϕ+ ξ. (55)

Äåéñòâèòåëüíî, ϕ′µ − ∂µϕ
′ = ϕµ + ∂µξ − ϕµ − ∂µξ = ϕµ − ∂µϕ. Îòñþäà

ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü ëàãðàíæèàíà (54) îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé
(55). Ïîñêîëüêó ëàãðàíæèàí êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòåí, òî ìîæíî íàëî-
æèòü êàëèáðîâî÷íûå óñëîâèÿ, ÷èñëî êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êàëèá-
ðîâî÷íûõ ïàðàìåòðîâ. Â äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ îäèí êàëèáðîâî÷íûé
ïàðàìåòð è, çíà÷èò, ìîæíî íàëîæèòü îäíó êàëèáðîâêó. Âûáåðåì ýòó êà-
ëèáðîâêó â âèäå ϕ = 0. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ëàãðàíæèàí (54) ñâåäåòñÿ
ê ëàãðàíæèàíó Ïðîêà (53). Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî òåîðèè ñ ëà-
ãðàíæèàíàìè (53) è (54) ýêâèâàëåíòíû è, çíà÷èò, èñïîëüçîâàíèå ëþáî-
ãî èç íèõ - ýòî âîïðîñ óäîáñòâà. Ïîëå ϕ, äëÿ êîòîðîãî êàëèáðîâî÷íîå
ïðåîáðàçîâàíèå íå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûõ ïàðàìåòðà, íàçûâàåòñÿ ïîëåì
Øòþêåëüáåðãà.

11 Ìîäåëè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñêàëÿðíîãî, ñïèíîðíîãî è
âåêòîðíîãî ïîëåé

Ðàññìîòðèì ìîäåëü êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ëàãàðíæèàíîì

L = ∂µϕ∗∂µϕ−m2ϕ∗ϕ− V (ϕ∗ϕ). (56)
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Ýòîò ëàãðàíæèàí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé.

ϕ′ = eieξϕ, ϕ∗
′
= e−ieξϕ∗, (57)

çäåñü ξ - ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, à e - êîí-
ñòàíòà, íàçûâàåìàÿ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì.

Â áåñêîíå÷íî ìàëîé ôîðìå ïðåîáðàçîâàíèÿ (57) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

δϕ = ieϕξ, δϕ∗ = −ieϕ∗ξ. (58)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Í¼òåð, èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëü-
íî ïðåîáðàçîâàíèé (58) îòâå÷àåò îáîáùåííûé òîê

jµ = −
(

∂L
∂∂µϕ

ieϕ− ∂L
∂∂µϕ∗

ieϕ∗
)

= ie(ϕ∗∂µϕ− ∂µϕ∗ϕ). (59)

Òîê (59) óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó çàêîíó ñîõðàíåíèÿ

∂µj
µ = 0 (60)

è âåäåò ê äèíàìè÷åñêîìó èíâàðèàíòó

Q =

∫
d3xj0 = ie

∫
d3xϕ∗

↔
∂0 ϕ (61)

íàçûâàåìîìó ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.
Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

ϕ∗
↔
∂µ ϕ = ϕ∗∂µϕ− ∂µϕ

∗ϕ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (58) åñòü ïðèìåð ïðåîáðàçîâàíèÿ âíóòðåí-
íåé ñèììåòðèè. Ñîîòâåòñòâóþùèå äèíàìè÷åñêèå èíâàðèàíòû ïðèíÿòî
íàçûâàòü çàðÿäàìè.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ñïèíîðíîãî ïîëÿ ñ ëàãðàíæèàíîì

L = ψ̄iγµ∂µϕ−mψ̄ψ − V (ψ̄ψ).

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ëàãðàíæèàí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé

ψ′ = eieξψ, ψ̄′ = e−ieξψ̄, (62)
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èëè â áåñêîíå÷íî ìàëîé ôîðìå

δψ = ieψξ, δψ̄ = −ieψ̄ξ, (63)

çäåñü ξ - ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Èñïîëüçóÿ
òåîðåìó Í¼òåð, íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèé îáîáùåííûé òîê

jµ = −
(

∂L
∂∂µψ

ieψ − ∂L
∂∂µψ̄

ieψ̄

)
= eψ̄γµψ. (64)

Òîê jµ (64) óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó çàêîíó ñîõðàíåíèÿ (60). Äàííîìó
òîêó ñîîòâåòñòâóåò äèíàìè÷åñêèé èíâàðèàíò

Q =

∫
d3xj0 = e

∫
d3xψ̄γ0ψ = e

∫
d3xψ+ψ, (65)

íàçûâàåìûé ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì ñïèíîðíîãî ïîëÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûå íàìè ìîäåëè êîìïëåêñíûõ ïîëåé õà-

ðàêòåðèçóþòñÿ ñîõðàíÿþùèìèñÿ ýëåêòðè÷åñêèìè çàðÿäàìè. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå êîìïëåêñíûå ïîëÿ íàçûâàþòñÿ çàðÿæåííûìè.

Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ëàãðàíæèàíîâ âçàèìî-
äåéñòâèÿ ñêàëÿðíîãî è ñïèíîðíîãî ïîëåé ñ áåçìàññîâûì âåêòîðíûì ïî-
ëåì. Êàê èçâåñòíî, áåçìàññîâîå âåêòîðíîå ïîëå àññîöèèðóåòñÿ ñ ýëåêòðî-
ìàãíèòíûì ïîëåì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû õîòèì ïîñòðîèòü ëàãðàíæèàíû,
îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå ñêàëÿðíîãî è ñïèíîðíîãî ïîëåé ñ ýëåê-
òðîìàãíèòíûì ïîëåì. Áåçìàññîâîå âåêòîðíîå ïîëå Aµ îïèñûâàåòñÿ ëà-
ãðàíæèàíîì, èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé A′µ = Aµ + ∂µξ(x). Åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïîëíûå ëàãðàí-
æèàíû, âêëþ÷àþùèå ñêàëÿðíûå, ñïèíîðíûå è áåçìàññîâûå âåêòîðíûå
ïîëÿ, áûëè òàêæå êàëèáðîâî÷íî èíâàðèíòíû.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñïèíîðíîå ïîëå. Ïðîñòåéøèé åñòåñòâåííûé ïðå-
òåíäåíò íà ðîëü ëàãðàíæèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ âûãëÿäèò òàê

Lint = jµAµ = eψ̄γµψAµ. (66)

Ïàðàìåòð e èãðàåò ðîëü êîíñòàíòû ñâÿçè. Åñëè äîáàâèòü âûðàæåíèå (66)
ê ëàãðàíæèàíó ñâîáîäíîãî ñïèíîðíîãî ïîëÿ, ïîëó÷èì

L = ψ̄iγµ∂µψ −mψ̄ψ + eψ̄γµψAµ − V (ψ̄ψ) =

= ψ̄iγµ(∂µ − ieAµ)ψ −mψ̄ψ − V (ψ̄ψ). (67)
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Ïîêàæåì, ÷òî ëàãðàíæèàí (67) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé âåêòîðíîãî ïîëÿ, äîïîëíåííûõ ñïåöèàëüíûìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè ñïèíîðíîãî ïîëÿ.

Ñîâåðøèì â (67) êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå A′µ = Aµ + ∂µξ.
Ïîëó÷èì

L = ψ̄iγµ(∂µ − ieA′µ + ie∂µξ)ψ −mψ̄ψ − V (ψ̄ψ).

Ñîâåðøèì åùå ïðåîáðàçîâàíèå

ψ′ = eieξ(x)ψ, ψ̄′ = e−ieξ(x)ψ̄. (68)

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïî ôîðìå ñîâïàäàåò ñ ïðåîáðàçîâàíèåì (63), íî òå-
ïåðü ïàðàìåòð ξ íå ïîñòîÿíåí, ξ = ξ(x). Ïîñëå ýòîãî

L = ψ̄′eieξ(x)iγµ(∂µ − ieA′µ + ie∂µξ)e
−ieξ(x)ψ′ −

− mψ̄′eieξ(x)e−ieξ(x)ψ′ − V (ψ̄′eieξ(x)e−ieξ(x)ψ′) =

= ψ̄′iγµe−ieξ(x)eieξ(x)(∂µ − ieA′µ + ie∂µξ −
− ie∂µξ)ψ

′ −mψ̄′ψ′ − V (ψ̄′ψ′) =

= ψ̄′iγµ(∂µ − ieA′µ)ψ
′ −mψ̄′ψ′ − V (ψ̄′ψ′).

Ìû âèäèì, ÷òî ëàãðàíæèàí (67), âûðàæåííûé â òåðìèíàõ ψ̄, ψ, Aµ,
èìååò òîò æå âèä, ÷òî è áóäó÷è âûðàæåííûì â òåðìèíàõ ψ̄′, ψ′, A′µ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, äàííûé ëàãðàíæèàí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñîâ-
ìåñòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé A′µ = Aµ + ∂µξ(x) è (68). Ïðåîáðàçîâàíèÿ (68)
íàçûâàþòñÿ êàëèáðîâî÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñïèíîðíîãî ïîëÿ.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïîëå Aµ âõîäèò â ëàãðàíæèàí (67) â êîìáè-
íàöèè

Dµψ = (∂µ − ieAµ)ψ. (69)

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ (69) ïðè êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿõ

D′
µψ

′ = (∂µ − ieA′µ)ψ
′ = (∂µ − ieAµ − ie∂µξ(x))e

ieξ(x)ψ =

= eieξ(x)(∂µ − ieAµ − ie∂µξ(x) + ie∂µξ(x))ψ =

= eieξ(x)(∂µ − ieAµ)ψ = eieξ(x)Dµψ.
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Ìû âèäèì, ÷òî ïðè êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ A′µ = Aµ + ∂µξ(x),

ψ′ = eieξ(x)ψ(x) âûðàæåíèå Dµψ ïðåîáðàçóþòñÿ òàêæå êàê ψ. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå âûðàæåíèå Dµψ = (∂µ − ieAµ)ψ íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíîé ïðî-
èçâîäíîé ñïèíîðíîãî ïîëÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ëàãðàíæèàí (67)
òåîðèè ñî âçàèìîäåéñòâèåì ñ ïîëåì Aµ ïîëó÷àåòñÿ èç ëàãðàíæèàíà ñïè-
íîðíîãî ïîëÿ çàìåíîé îáû÷íîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂µ íà êîâàðèàíòíóþ
ïðîèçâîäíóþDµ = ∂µ−ieAµ. Òàêàÿ ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì
âêëþ÷åíèåì âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ êîìïëåêñíîãî ñêàëÿð-
íîãî ïîëÿ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Áóäåì ñ ñàìîãî íà÷àëà ñ÷èòàòü,
÷òî èñêîìûé ëàãðàíæèàí äîëæåí áûòü èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî êà-
ëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ A′µ = Aµ + ∂µξ(x) è êà-
ëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç
(57) çàìåíîé ïîñòîÿííîãî ïàðàìåòðà ξ íà ôóíêöèþ ξ(x) è èìååò âèä

ϕ′ = eieξ(x)ϕ, ϕ′∗ = e−ieξ(x)ϕ∗. (70)

Ââåäåì

Dµϕ = ∂µϕ− ieAµϕ,

(Dµϕ)∗ = ∂µϕ
∗ + ieAµϕ

∗ (71)

è ïîêàæåì, ÷òî ýòî êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå, òî åñòü ïîêàæåì, ÷òî

(D′
µϕ

′) = eieξ(x)(Dµϕ),

(D′
µϕ

′)∗ = e−ieξ(x)(Dµϕ)∗.

Èìååì

D′
µϕ

′ = ∂µϕ
′ − ieA′µϕ

′ = ∂µ(e
ieξ(x)ϕ)− ie(Aµ + ∂µξ(x))e

ieξ(x)ϕ(x) =

= eieξ(x)[∂µϕ+ ieξ(x)ϕ− ieAµϕ− ieξ(x)ϕ] = eieξ(x)Dµϕ.

Àíàëîãè÷íî
(D′

µϕ
′)∗ = e−ieξ(x)(Dµϕ)∗,
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òî åñòü ñîîòíîøåíèÿ (71) äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿþò êîâàðèàíòíûå ïðî-
èçâîäíûå.

Òåïåðü çàìåíèì â ëàãðàíæèàíå ñâîáîäíîãî êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíî-
ãî ïîëÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂µϕ, ∂µϕ

∗ íà êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå
Dµϕ, (Dµϕ)∗ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî (D′

µϕ
′)∗(D′

νϕ
′) =

(Dµϕ)∗(Dµϕ). Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíîìó ëà-
ãðàíæèàíó.

L = ηµν(Dµϕ)∗(Dµϕ)−m2ϕ∗ϕ− V (ϕ∗ϕ) =

= ηµν[(∂µ + ieAµ)ϕ
∗][(∂ν − ieAν)ϕ]−m2ϕ∗ϕ− V (ϕ∗ϕ). (72)

Ê ëàãðàíæèàíàì (67) è (72) íàäî åùå ïðèïèñàòü ëàãðàíæèàí ñâîáîä-
íîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ −1

4FµνF
µν. Îêîí÷àòåëüíî, ëàãðàíæèàíû,

îïèñûâàþùèå ìîäåëè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñêàëÿðíîãî è ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëåé è ñïèíîðíîãî è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëåé, èìåþò âèä

L = −1

4
FµνF

µν + ηµν(∂µ + ieAµ)ϕ
∗(∂ν − ieAν)ϕ−m2ϕ∗ϕ− V (ϕ∗ϕ), (73)

L = −1

4
FµνF

µν + ψ̄iγµ(∂µ − ieAµ)ψ −mψ̄ψ. (74)

Ìîäåëü òåîðèè ïîëÿ ñ ëàãðàíæèàíîì (73) íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîé ýëåêòðî-
äèíàìèêîé. Ìîäåëü òåîðèè ïîëÿ ñ ëàãðàíæèàíîì (74) íàçûâàåòñÿ ñïè-
íîðíîé ýëåòðîäèíàìèêîé.

Íàéäåì ðàçìåðíîñòü êîíñòàíòû ñâÿçè e. Âûäåëèì â (73) ÷ëåí
e2AµA

µϕ∗ϕ. Òîãäà èìååì 4 = 2[e] + 2[A] + [ϕ]. Ðàçìåðíîñòü Aµ íàéäåì
èç FµνF

µν ∼ ∂µA
ν∂µAν. Ýòî äàåò 4 = 2 + 2[A], èëè [A] = 1. Òîãäà

2[e] = 4 − 2[A] − 2[ϕ] = 0, òî åñòü [e] = 0. Àíàëîãè÷íî èç (74) èìå-
åì 4 = 2[ψ] + [e] + [A] èëè [e] = 4 − 3 − 1 = 0. Êîíñòàíòà ñâÿçè e â
ëàãðàíæèàíàõ (73) è (74) áåçðàçìåðíà.

Ðàññìîòðèì ïîëåçíîå ñâîéñòâî êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Âû÷èñëèì êîììóòàòîð

[Dµ, Dν] = [∂µ − ieAµ, ∂ν − ieAν] = −ie∂µAν + ie∂νAµ = −ieFµν,
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òî åñòü

Fµν =
i

e
[Dµ, Dν]. (75)

Òàêèì îáðàçîì òåíçîð íàïðÿæåííîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ çàïèñûâàåòñÿ â
òåðìèíàõ êîììóòàòîðà êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
åùå ðàç ïîä÷åðêèâàåò îñîáîå çíà÷åíèå êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé.

12 Ïîëå ßíãà-Ìèëëñà

Îáùèé óðîê, êîòîðûé ìîæíî èçâëå÷ü èç ðàññìàòðåíèÿ ëàãðàíæèàíîâ
âçàèìîäåéñòâèÿ ñêàëÿðíîãî è ñïèíîðíîãî ïîëåé ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïî-
ëåì ñîñòîèò â ñëåäóþùèì: òåîðèþ, èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî ãëîáàëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îêàçàëîñü âîçìîæíûì ìîäèôèöèðîâàòü òàê, ÷òîáû
îíà ñòàëà èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé òîãî æå âèäà, íî
ñ ïàðàìåòðàìè, çàâèñÿùèìè îò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ïðè ýòîì
â òåîðèþ ââîäèòñÿ âåêòîðíîå ïîëå, çàäàííîå ñ òî÷íîñòüþ äî êàëèáðî-
âî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýòî âåêòîðíîå ïîëå îïðåäåëÿåò êîâàðèàíòíóþ
ïðîèçâîäíóþ Dµ = ∂µ − ieAµ, ïðè÷åì íàïðÿæåííîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ
Fµν ïîëó÷àåòñÿ èç êîììóòàòîðà êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Èñõîäíûå
ãëîáàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêàëÿðíîãî è ñïèíîðíîãî ïîëåé èìåëè âèä
ϕ′ = eieξϕ è ôîðìèðîâàëè àáåëåâó ãðóïïó U(1). Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðî-
âåäåì îáîáùåíèå îïèñàííîé âûøå êîíñòðóêöèè äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà
èñõîäíûå ãëîáàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè ôîðìèðóþò íåàáåëåâó
ãðóïïó Ëè.

Ïðåæäå âñåãî ââåäåì òåðìèíîëîãèþ. Ïðîèçâîëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïîëåé ñ ïàðàìåòðàìè, çàâèñÿùèìè îò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî
íàçûâàþòñÿ êàëèáðîâî÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ìîäåëü òåîðèè ïîëÿ,
äåéñòâèå êîòîðîé èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé, íàçûâàåòñÿ êàëèáðîâî÷íîé ìîäåëüþ èëè êàëèáðîâî÷íîé òåîðèåé.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü òåîðèè ïîëÿ ñ íàáîðîì ïîëåé ΦI
A(x) è äåéñòâèåì

S[Φ], è ïóñòü äåéñòâèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé ïîëåé, îáðàçóþùèõ íåêîòîðóþ ãðóïïó Ëè. Çäåñü A - íàáîð ëî-
ðåíöåâñêèõ èíäåêñîâ, à I - èíäåêñ âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Â ýòîì ñëó÷àå
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ñóùåñòâóåò îáùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ëàãðàíæèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëåé
ΦI

A(x) ñ áåçìàññîâûì âåêòîðíûì ïîëåì. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà êàëèá-
ðîâî÷íîì ïðèíöèïå, ðàññìîòðåíèå êîòîðîãî áóäåò ïðèâåäåíî â äàííîì
ðàçäåëå.

Êàëèáðîâî÷íûé ïðèíöèï. Ìîäåëü òåîðèè ïîëÿ, èíâàðèàíòíàÿ îò-
íîñèòåëüíî ãðóïïû Ëè ãëîáàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ìîæåò áûòü ïåðå-
ôîðìóëèðîâàíà òàê, ÷òî îíà áóäåò èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî òîé æå
ãðóïïû, íî ñ ëîêàëüíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðè ýòîì â òåîðèþ ââîäèòñÿ
âçàèìîäåéñòâèå ñ âåêòîðíûì ïîëåì.

Ðåàëèçàöèÿ êàëèáðîâî÷íîãî ïðèíöèïà äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àå áûëà âïåð-
âûå ïðåäëîæåíà â 1954 ãîäó ßíãîì è Ìèëëñîì. Â 1956 ãîäó Óòèÿìà
ðàçâèë îáùóþ ïðîöåäóðó. Âåêòîðíîå ïîëå, ââîäèìîå íà îñíîâå êàëèáðî-
âî÷íîãî ïðèíöèïà, ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîëåì ßíãà-Ìèëëñà.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü òåîðèè ïîëÿ ñ ëàãðàíæèàíîì L(ΦI
A, ∂µΦ

I
A) è

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå ΦI
A(x) ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ íåêîòî-

ðîé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè ξa. Ýòî çíà÷èò,
÷òî çàäàíû ïðåîáðàçîâàíèÿ

Φ′I
A(x) = hI

J(ξ)ΦI
A(x), (76)

ãäå ξ ≡ (ξ1, ξ2, . . . , ξN) è hI
J(ξ) - ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëè â

ïðîñòðàíñòâå ïîëåé ΦI
A(x),

h(ξ) = eigξaTa, (77)

ãäå g - êîíñòàíòà, à ìàòðèöà (Ta)
I
J åñòü ïðåäñòàâëåíèå ãåíåðàòîðîâ, ñî-

îòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè. Ìû äëÿ ïðîñòîòû áóäåì íàçûâàòü (Ta)
I
J

ïðîñòî ãåíåðàòîðàìè. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

[Ta, Tb] = ifab
cTc, (78)

ãäå fab
c - ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå. Ïðåîáðàçîâàíèÿ (76) ïðåäïîëàãàþò-

ñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ãëîáàëüíîé ñèììåòðèè, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ëà-
ãðàíæèàí L(ΦI

A, ∂µΦ
I
A) èíâàðèàíòåí, òî åñòü

L(Φ, ∂µΦ) = L(Φ′, ∂µΦ
′) = L(hΦ, h∂µΦ). (79)
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Çàìåíèì â ñîîòíîøåíèè (76) ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû ξa ñêàëÿðíûìè
ïîëÿìè ξa(x). Ýòè ñêàëÿðíûå ïîëÿ íàçûâàþòñÿ êàëèáðîâî÷íûìè ïàðà-
ìåòðàìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Φ′I
A(x) = hI

J(ξ(x))ΦI
A(x),

hI
J(ξ(x)) =

(
eigξa(x)Ta

)I

J . (80)

Î÷åâèäíî, ÷òî òåïåðü ñîîòíîøåíèå (79) óæå íå âûïîëíÿåòñÿ.
Äåéñòâèòåëüíî,

L(Φ′, ∂µΦ
′) = L(hΦ, ∂µ(hΦ)) = L(hΦ, h∂µΦ + ∂µhΦ) 6= L(hΦ, h∂µΦ).

Èñòî÷íèêîì íåèíâàðèàíòíîñòè ñëóæèò ïðîèçâîäíàÿ ∂µh. Íàøà öåëü ñî-
ñòîèò â ìîäèôèêàöèè ëàãðàíæèàíà L(Φ, ∂µΦ) òàê, ÷òîáû íîâûé ëàãðàí-
æèàí áûë èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé
(80). Èäåþ òàêîé ìîäèôèêàöèè ìîæíî ïðîñëåäèòü ïðè ïîñòðîåíèè âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ñêàëÿðíîãî è ñïèíîðíîãî ïîëåé ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.
Îñíîâíûì ýëåìåíòîì òàêîãî ïîñòðîåíèÿ áûëà êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî è â ñëó÷àå íåàáåëåâûõ êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé (80) ìîæíî ââåñòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ.

Îïðåäåëèì

Dµ = ∂µ − igAµ, (81)

ãäå Aµ(x) - âåêòîðíîå ïîëå, êîòîðîå ïî îïðåäåëåíèþ ïðèíàäëåæèò àëãåá-
ðå Ëè ñ ãåíåðàòîðàìè Ta, òî åñòü

Aµ(x) = Aa
µ(x)Ta. (82)

Çäåñü Aa
µ(x) - íàáîð âåêòîðíûõ ïîëåé, ÷èñëî êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ÷èñ-

ëîì êàëèáðîâî÷íûõ ïàðàìåòðîâ ξa(x) (a = 1, 2, . . . , N). Ïîëå Aµ(x) íà-
çûâàåòñÿ êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì èëè ïîëåì ßíãà-Ìèëëñà. Àíàëîãè÷íàÿ
òåðìèíîëîãèÿ èñïîëüçóåòñÿ è äëÿ ïîëåé Aa

µ(x).
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Ïîòðåáóåì, ÷òîáû âåëè÷èíà DµΦ (81) ïðåîáðàçîâûâàëàñü êîâàðèàíò-
íî, òî åñòü

D′
µΦ

′ = hDµΦ. (83)

Îòñþäà ñëåäóåò îïðåäåëåííûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ïîëÿ ßíãà-
Ìèëëñà. Èìååì

∂µΦ
′ − igA′µΦ

′ = h(∂µΦ− igAµΦ)

èëè
∂µhΦ− igA′µhΦ = h(∂µΦ− igAµΦ)

èëè
h(∂µΦ) + ∂µhΦ− igA′µhΦ = h∂µΦ− ighAµΦ.

Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè Φ ïîëó÷àåì

igA′µh = ighAµ + ∂µh

èëè

A′µ = hAµh
−1 − i

g
∂µhh

−1.

Îêîí÷àòåëüíî

A′µ = hAµh
−1 +

i

g
h∂µh

−1. (84)

Ñîîòíîøåíèå (84) îïðåäåëÿåò êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëÿ ßíãà-
Ìèëëñà.

Íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé (84) îáðàçóåò
ãðóïïó, ãäå ãðóïïîâîå óìíîæåíèå îïðåäåëåíî êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå âû-
ïîëíåíèå ïðåîáðàçîâàíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

Aµ
(1) = h1Aµh1

−1 +
i

g
h1∂µh1

−1,

Aµ
(2) = h2Aµ

(1)h2
−1 +

i

g
h2∂µh2

−1,
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òîãäà

Aµ
(2) = h2[h1Aµh1

−1 +
i

g
h1∂µh1

−1]h2
−1 +

i

g
h2∂µh2

−1 =

= h2h1Aµ(h2h1)
−1 +

i

g
h2h1(∂µh1

−1)h2
−1 +

i

g
h2∂µh2

−1 =

= h2h1Aµ(h2h1)
−1 +

i

g
h2h1∂µ(h2h1)

−1.

Ìû âèäèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå äâóõ êàëèáðîâî÷íûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé åñòü ñíîâà êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Èñïîëüçóÿ êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ (81), ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ëà-
ãðàíæèàí, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Äëÿ ýòîãî íàäî â èñõîäíîì ëàãðàíæèàíå L(Φ, ∂µΦ) çàìåíèòü ÷àñòíóþ
ïðîèçâîäíóþ ∂µΦ íà êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ DµΦ. Â ðåçóëüòàòå ìû
ïðèõîäèì ê ëàãðàíæèàíó L(Φ, DµΦ), èíâàðèàíòíîìó îòíîñèòåëüíî ñîâ-
ìåñòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (80), (84). Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîäÿ ê ëàãðàíæè-
àíó L(Φ, DµΦ), ìû ââåëè â òåîðèþ âçàèìîäåéñòâèå ïîëåé ΦI

A ñ êàëèá-
ðîâî÷íûì ïîëåì Aµ.

Íàéäåì áåñêîíå÷íî ìàëóþ ôîðìó ïðåîáðàçîâàíèé (80),(84).
Ïîñêîëüêó

Φ′I
A =

(
eigξa(x)Ta

)I

JΦI
A,

òî

δΦI = ig(Ta)
I
JΦJξa. (85)

Èíäåêñû A, êîòîðûå íå çàòðàãèâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè (80) äàëåå íå
âûïèñûâàåì. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ (84). Â áåñêîíå÷íî ìàëîé ôîð-
ìå

h = 1+ igξaTa, h−1 = 1− igξaTa,

ãäå 1 - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ïðåîá-
ðàçîâàíèé. Òîãäà

A′aµTa = Aa
µTa + igAc

µ[Tb, Tc]ξ
b +

i

g
(1+ igξbTb)(−ig)Ta∂µξ

a.
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Îòñþäà

A′aµTa = igAc
µ[Tb, Tc]ξ

b + Ta∂µξ
a.

Íî [Tb, Tc] = ifbc
aTa. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîëóïðîñòûå ãðóï-

ïû Ëè, äëÿ êîòîðûõ ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ÿâëÿþòñÿ ïîëíîñòüþ àíòè-
ñèììåòðè÷íûìè, è áóäåì èõ çàïèñûâàòü òàê fbc

a = fabc. Òîãäà ïîëó÷èì

A′aµ = Aa
µ + ∂µξ

a − gfabcξbAc
µ,

èëè

A′aµ = Aa
µ + ∂µξ

a + gfacbAc
µξ

b. (86)

Îáîçíà÷èì

Dµ
ab = δab∂µ + gfacbAc

µ. (87)

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (86) ïîëó÷èì

δAa
µ = Dµ

abξb. (88)

Ñîîòíîøåíèå (88) îïðåäåëÿåò áåñêîíå÷íî ìàëóþ ôîðìó êàëèáðîâî÷íîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëÿ ßíãà-Ìèëëñà.

Ïîñêîëüêó ìû ââåëè â ðàññìîòðåíèå íîâîå (ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîä-
íûì ïîëåì ΦI) ïîëå Aµ, òî íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü äëÿ íåãî ëàãðàíæèàí.
Áóäåì ñëåäîâàòü àíàëîãèè ñ ýëåêòðîäèíàìèêîé. Âû÷èñëèì êîììóòàòîð
êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ (81). Èìååì

[Dµ, Dν] = [∂µ − igAµ, ∂ν − igAν] = −ig∂µAν + ig∂νAµ +

+ (−ig)2[Aµ, Aν] = −ig(∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν]).

Îáîçíà÷èì

Gµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν] (89)

òîãäà

[Dµ, Dν] = −igGµν. (90)
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Âûðàæåíèå Gµν (89) íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ßíãà-
Ìèëëñà.

Âûÿñíèì, êàê ïðåîáðàçóåòñÿ Gµν ïðè êàëèáðîâàííûõ ïðåîáðàçîâàíè-
ÿõ. Âî-ïåðâûõ, èç ñîîòíîøåíèé D′

µΦ
′ = hDµΦ è Φ′ = hΦ ñëåäóåò, â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè Φ, ÷òî D′
µh = hDµ èëè

D′
µ = hDµh

−1. (91)

Òîãäà

G′
µν =

i

g
[D′

µ, D
′
ν] =

i

g
(hDµh

−1hDνh
−1 − hDνh

−1hDµh
−1) =

=
i

g
h[Dµ, Dν]h

−1 = hGµνh
−1,

òî åñòü

G′
µν = hGµνh

−1. (92)

Çàïèøåì åùå ðàç

Gµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν] = (∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ)Ta − igAb

µA
c
ν[Tb, Tc] =

= (∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcAb

µA
c
ν)Ta.

Îáîçíà÷èì

Ga
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcAb

µA
c
ν, (93)

òîãäà

Gµν = Ga
µνTa, (94)

êðîìå òîãî, èç îïðåäåëåíèÿ (89) ñëåäóåò, ÷òî òåíçîð Gµν ÿâëÿåòñÿ àíòè-
ñèììåòðè÷íûì:

Gµν = −Gνµ. (95)

Ðàññìîòðèì

trG′
µνG

′µν = trhGµνh
−1hGµνh−1 = trhGµνG

µνh−1 = trGµνG
µν,
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ýòî çíà÷èò, ÷òî âûðàæåíèå trGµνG
µν ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíò-

íûì. Êðîìå òîãî
trGµνG

µν = Ga
µνG

bµνtrTaTb.

Èçâåñòíî, ÷òî ãåíåðàòîðû ïîëóïðîñòûõ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì íîðìèðîâêè trTaTb ∼ δab. Ïîýòîìó trGµνG

µν ∼ Ga
µνG

aµν.
Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïîñòóëèðóåòñÿ â êà÷åñòâå ëàãðàíæèàíà ïîëÿ ßíãà-
Ìèëëñà

LY M = −1

4
Ga

µνG
aµν. (96)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíûé ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé ΦI è Aa
µ

èìååò âèä

L(Φ, DµΦ) + LY M . (97)

Íàéäåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ òåîðèè ÷èñòîãî ïîëÿ ßíãà-Ìèëëñà.
Çàïèøåì äåéñòâèå

SY M [A] =

∫
Ω

d4x

(
−1

4
Ga

µνG
aµν

)
(98)

è âû÷èñëèì åãî âàðèàöèþ. Èìååì

δSY M [A] = −1

4

∫
Ω

d4x{δGa
µνG

aµν +Ga
µνδG

aµν} = −1

2

∫
Ω

d4xGaµνδGa
µν =

= −1

2

∫
Ω

d4xGaµν(∂µδA
a
ν − ∂νδA

a
µ + gfabcδAb

µA
c
ν +

+ gfabcAb
µδA

c
ν) = −1

2

∫
Ω

d4x{−∂µG
aµνδAa

ν + ∂νG
aµνδAa

µ +

+ gGaµνfabcAc
νδA

b
µ + gGaµνfabcAb

µδA
c
ν}.

Äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåîáîçíà÷èì èíäåêñû: â ïðåäïî-
ñëåäíåì ñëàãàåìîì b↔ a, â ïîñëåäíåì c↔ a è µ↔ ν. Ïîëó÷èì

δSY M [A] = −1

2

∫
Ω

d4x{2∂νG
aµνδAa

µ + gGbµνf bacAc
νδA

a
µ + gGcνµf cbaAb

νδA
a
µ}.
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Òåïåðü çàìåíèì c↔ b â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

δSY M [A] = −1

2

∫
Ω

d4x{2∂νG
aµνδAa

µ + gfacbAc
νG

bµνδAa
µ +

+ gfacbAc
νG

bµνδAa
µ} = −

∫
Ω

d4x{(δab∂ν + gfacbAc
ν)G

bµν}δAa
µ =

= −
∫
Ω

d4xDν
abGbµνδAa

µ.

Îòñþäà

δSY M [A]

δAa
µ

= −Dν
abGbµν. (99)

Ñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ÷èñòîãî ïîëÿ ßíãà-Ìèëëñà åñòü

Dν
abGbµν = 0. (100)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé Aµ
a è ΦI . Â ýòîì êîí-

òåêñòå ïîëÿ ΦI îáû÷íî íàçûâàþò ìàòåðèåé èëè ïîëÿìè ìàòåðèè. Ïîëíîå
äåéñòâèå òàêîé ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

S[Φ, A] = SY M [A] + Sm[Φ, A]. (101)

Çäåñü äåéñòâèå ïîëåé ßíãà-Ìèëëñà SY M [A] äàåòñÿ (98), à äåéñòâèå ïîëåé
ìàòåðèè â ïîëå ßíãà-Ìèëëñà Sm[Φ, A] åñòü

Sm[Φ, A] =

∫
Ω

d4xL(Φ, DµΦ). (102)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â òåîðèè ñ äåéñòâèåì (101) èìåþò âèä

δS[Φ, A]

δAa
µ

= 0,
δS|Φ, A|
δΦI

= 0. (103)

Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé çàïèñûâàåòñÿ òàê

δSY M [A]

δAa
µ

+
δSm[Φ, A]

δAa
µ

= 0. (104)
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Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (99), ïîëó÷èì

Dν
abGbµν =

δSm[Φ, A]

δAa
µ

. (105)

Âòîðîå èç óðàâíåíèé (103) åñòü

δSm[Φ, A]

δΦI
= 0. (106)

Ñîîòíîøåíèÿ (105), (106) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ äëÿ ïîëÿ ßíãà-Ìèëëñà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ìàòåðèåé.

Ðàññìîòðèì âàæíîå ñëåäñòâèå êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè òåîðèè
ñ äåéñòâèåì S[Φ, A] (101). Êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî

S[Φ + δΦ, A+ δA] = S[Φ, A], (107)

ãäå δΦI , δAa
µ - êàëèáðîâî÷íûå âàðèàöèè ïîëåé ΦI è Aa

µ ñîîòâåòñòâåí-
íî. Îíè äàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (85), (88). Èç ðàâåíñòâà (106) â ïåðâîì
ïîðÿäêå ïî êàëèáðîâî÷íûì ïàðàìåòðàì ξa èìååì∫

Ω

d4x

(
δS[Φ, A]

δΦI
δΦI +

δS[Φ, A]

δAa
µ

δAa
µ

)
= 0. (108)

Ïóñòü äëÿ ïîëåé ìàòåðèè âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (âòîðîå èç
óðàâíåíèé (103)). Òîãäà ïåðâîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ â (108) îáðàùàåòñÿ â
íîëü. Ïîäñòàâèì â (108) δAa

µ = Dµ
abξb è ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ãðàíèöå

îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ Ω êàëèáðîâî÷íûå ïàðàìåòðû ξa(x) îáðàùàþò-
ñÿ â íîëü. Â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü Ω ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì
Ìèíêîâñêîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξa(x) → 0 ïðè xµ → ±∞. Òîãäà ïîëó-
÷èì ∫

Ω

d4x
δS[Φ, A]

δAa
µ

Dµ
abξb = 0
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èëè

0 =

∫
d4x

δS[Φ, A]

δAa
µ

(
∂µξ

a + gfacbAc
µξ

b
)

=

=

∫
d4x

(
−∂µ

δS[Φ, A]

δAa
µ

ξa + gf bcaAc
µ
δS[Φ, A]

δAb
µ

ξa

)
=

= −
∫
d4x

[
Dµ

abδS[Φ, A]

δAb
µ

]
ξa(x). (109)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî íà ãðàíèöå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ Ω ïàðàìåòðû ξa(x)
îáðàùàþòñÿ â íîëü, ïîýòîìó ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì ïîâåðõíîñò-
íûé ÷ëåí íå âîçíèêàåò. Ïîñêîëüêó ïàðàìåòðû ξa(x) ïðîèçâîëüíû, òî èç
(109) ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

Dµ
abδS[Φ, A]

δAb
µ

= 0. (110)

Èíäåêñ a ïðèíèìàåò N çíà÷åíèé, ïîýòîìó ÷èñëî óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ δS[Φ,A]

δAa
µ

= 0 ðàâíî 4N . Íî ýòè óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò N òîæ-

äåñòâàì (110), ïîýòîìó ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ äëÿ ïîëÿ ßíãà-Ìèëëñà âñåãäà ðàâíî 3N . Ñëåäîâàòåëüíî, èç
ýòèõ óðàâíåíèé íåâîçìîæíî îäíîçíà÷íî íàéòè âñå 4N êîìïîíåíò ïî-
ëÿ Aa

µ(x), N êîìïîíåíò âñåãäà áóäóò ïðîèçâîëüíûìè. Äàííàÿ ñèòóà-
öèÿ íå óäèâèòåëüíà. Äîïóñòèì, ÷òî ìû êàê-òî çàäàëè âñå 4N êîìïî-
íåíò ïîëÿ Aa

µ(x). Ñîâåðøèì êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì
A′aµ(x) = Aa

µ(x) + Dµ
abξb(x), ñîäåðæàùåå N ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåò-

ðîâ ξa(x). Â ñèëó êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè, åñëè Aa
µ(x) - ðåøåíèå

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, òî è A′aµ(x) - òàêæå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ ξa(x). Ïîýòîìó N êîìïîíåíò ïîëÿ Aa

µ(x)
âñåãäà ìîãóò áûòü ñäåëàíû ïðîèçâîëüíûìè. Òîæäåñòâà (110) êàê ðàç è
îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå óêàçàííîãî óñëîâèÿ. Ïðîèçâîë â îïðåäåëåíèè
ïîëÿ ßíãà-Ìèëëñà îçíà÷àåò, ÷òî íà ýòî ïîëå ìîæíî íàëîæèòü N äîïîë-
íèòåëüíûõ óñëîâèé, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êàëèáðîâêîé èëè êàëèáðîâî÷-
íûìè óñëîâèÿìè.

Â çàêëþ÷åíèè ýòîãî ðàçäåëà ïðèâåäåì êîíêðåòíûé ïðèìåð òåîðèè ïî-
ëÿ ßíãà-Ìèëëñà ñ ìàòåðèåé. Ðàññìîòðèì íàáîð ñïèíîðíûõ ïîëåé ψk;
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k = 1, 2, . . . , nf , ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïî ôóíäàìåíòàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ
ãðóïïû SU(3). Ýòè ïîëÿ àññîöèèðóþòñÿ ñ êâàðêàìè, ÷èñëî nf íàçûâàåòñÿ
÷èñëîì àðîìàòîâ. Îáîçíà÷èì ìàòðèöû ãåíåðàòîðîâ â ôóíäàìåíòàëüíîì
ïðåäñòàâëåíèè ãðóïïû SU(3) êàê (λa)

I
J . Òåîðèÿ çàäàåòñÿ äåéñòâèåì

S[ψ,A] =

∫
d4x{−1

4
Ga

µνG
aµν +

nf∑
k=1

[iψ̄I
K(δI

J∂µ −

− igAa
µ(λa)

I
J)ψK

J −mkψ̄K
IψK

I ]}.

Èíäåêñû I, J ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3; èíäåêñ a ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
1, 2, . . . , 8. Êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ Aa

µ(x) îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ãëþîíàìè.
Èíäåêñû I, J íàçûâàþòñÿ èíäåêñàìè öâåòà. Èíâàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ
îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîé ãðóïïû SU(3) íàçûâàåòñÿ öâåòîâîé ñèììåòðè-
åé. Ìîäåëü òåîðèè ïîëÿ ñ äàííûì äåéñòâèåì íàçûâàåòñÿ õðîìîäèíàìè-
êîé è îïèñûâàåò ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.

13 Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå

Ñòàíäàðòíîé òåîðèåé ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ýéíøòåéíîâ-
ñêàÿ îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè. Ìû êðàòêî ðàññìîòðèì ñõåìó ïî-
ñòðîåíèÿ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

Â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî ôèçè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçè-
åì ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè xµ è ìåòðèêîé

ds2 = gµν(x)dx
µdxν.

Â êàæäîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ êîîðäèíàò ìåòðèêó ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó gµν = ηµν, òî åñòü òà-
êîå ïðåîáðàçîâàíèå ñâîå â êàæäîé òî÷êå. Íè â êàêîé êîíå÷íîé îáëàñòè
ïðèâåñòè ìåòðèêó ê óêàçàííîìó âèäó íåâîçìîæíî. Êîîðäèíàòû îïðåäå-
ëåíû íåîäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèé âèäà x′µ = x′µ(x),
êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îáùåêîîðäèíàòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ïðè ýòèõ
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ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîìïîíåíòû ìåòðèêè ïðåîáðàçóþòñÿ â âèäå

g′µν(x) =
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
gαβ(x). (111)

Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ôîðìóëèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåíçîðíûõ ïîëåé ñ
êîìïîíåíòàìè T µ1...µn

ν1...νm
(x), êîòîðûå ïðè îáùåêîîðäèíàòíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèÿõ ïðåîáðàçóþòñÿ òàê

T ′µ1...µn
ν1...νm

(x′) =
∂x′µ1

∂xα1
. . .

∂x′µn

∂xαn

∂xβ1

∂x′ν1
. . .

∂xβm

∂x′νm
T α1...αn

β1...βm
(x).

Íå òðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îáû÷íàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ òåíçîðíîãî
ïîëÿ íå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïîëåì. Ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò êîâàðè-
àíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∇µ. Íàïðèìåð, äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ êîâàðèàíòíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä

∇µT
ν = ∂µT

ν + Γν
µαT

α,

ãäå ôóíêöèè Γν
µα(x) íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè. Çàìåòèì,

÷òî âûðàæåíèå ∇µT
ν ìîæíî çàïèñàòü òàê

∇µT
ν = [δν

α∂µ + (Γµ)
ν
α]T α,

ãäå îáîçíà÷åíî (Γµ)
ν
α = Γν

µα. Òåïåðü ëåãêî óâèäåòü àíàëîãèþ ñ êîâàðè-
àíòíîé ïðîèçâîäíîé â òåîðèè ïîëÿ ßíãà-Ìèëëñà.

Ïîñòóëèðóåòñÿ òîæäåñòâî ∇αgµν = 0, âåäóùåå ê ñîîòíîøåíèþ

∂αgµν − Γβ
αµgβν − Γβ

ανgµβ = 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò âûðàçèòü Γν
µα â òåðìèíàõ ìåòðèêè è åå

ïðîèçâîäíûõ â âèäå

Γα
µν =

1

2
gαβ(∂µgβν + ∂νgµβ − ∂βgµν),

ãäå gαβ - ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê gαβ, òî åñòü gαβgβγ = δα
γ, gαβg

βγ = δα
γ.

Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè, âûðàæåííûå èç óðàâíåíèÿ ∇αgµν = 0 íàçû-
âàþòñÿ ñèìâîëàìè Êðèñòîôôåëÿ.
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Âû÷èñëèì êîììóòàòîð êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ, äåéñòâóþùèõ íà
âåêòîðíîå ïîëå. Ïîëó÷èì

[∇µ,∇ν]T
α = Rα

µνβT
β,

ãäå
Rα

µνβ = ∂µΓ
α

νβ − ∂νΓ
α

µβ + Γτ
µνΓ

α
τβ − Γτ

µβΓ
α

τν.

Âåëè÷èíû Rα
µνβ ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðíîãî ïîëÿ ÷åòâåðòîãî

ðàíãà, íàçûâàåìîãî òåíçîðîì êðèâèçíû Ðèìàíà-Êðèñòîôôåëÿ èëè ïðî-
ñòî òåíçîðîì êðèâèçíû. Ñóùåñòâóåò òåîðåìà, ñîãëàñíî êîòîðîé, åñëè òåí-
çîð êðèâèçíû íå ðàâåí íóëþ, òî ìåòðèêó gµν(x) íå âîçìîæíî ïðèâåñòè ñ
ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ê âèäó ηµν â ëþáîé êîíå÷íîé îáëà-
ñòè ìíîãîîáðàçèÿ. È íàîáîðîò, åñëè ìåòðèêó ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
êîîðäèíàò ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó ηµν â êîíå÷íîé îáëàñòè ìíîãîîáðàçèÿ,
òî òåíçîð êðèâèçíû â ýòîé îáëàñòè ðàâåí íóëþ. Ïðè ýòîì, åñëè òåíçîð
êðèâèçíû íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, òî ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ èñêðèâëåí-
íûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì.

Ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî ãðàâèòàöèÿ åñòü ïðîÿâëåíèå êðèâèçíû
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, äðóãèìè ñëîâàìè ãðàâèòàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñâîéñòâî èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ïîñêîëüêó èñêðèâëåííîå
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ íåíóëåâûì òåíçîðîì êðèâèçíû, òî
òåíçîð êðèâèçíû òðàêòóåòñÿ êàê íàïðÿæåííîñòü ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.

Èñïîëüçóÿ òåíçîð êðèâèçíû Rα
µνβ, ìîæíî ââåñòè òåíçîð âòîðîãî ðàí-

ãà Rµβ = Rα
µαβ, íàçûâàåìûé òåíçîðîì Ðè÷÷è è ñêàëÿð R = gµβRµβ,

íàçûâàåìûé ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé. Ìîäåëü òåîðèè ïîëÿ ñ äåéñòâèåì

SE[gµν] = − 1

2κ2

∫
d4x

√
−g(R− Λ) (112)

íàçûâàåòñÿ îáùåé òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè èëè ýéíøòåéíîâñêîé ãðàâè-
òàöèåé. Çäåñü g = detgµν; κ

2 è Λ - êîíñòàíòû, íàçûâàåìûå ãðàâèòà-
öèîííîé ïîñòîÿííîé è êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ñîîòâåòñòâåííî. Â
ýòîé ìîäåëè äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ìåò-
ðèêè gµν(x). Ïî ïîñòðîåíèþ äåéñòâèå (112) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
îáùåêîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
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Â ðàìêàõ òîé æå ñèñòåìû ãåîìåòðè÷åñêèõ èäåé ýéíøòåéíîâñêîé îáùåé
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äðóãèå ìîäåëè ãðàâè-
òàöèîííîãî ïîëÿ, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ëàãðàíæèàíà ðàçëè÷íûå ôóíêöèè
òåíçîðà êðèâèçíû, L ∼ f1(R) + f2(Rνν) + f3(Rµναβ), ãäå f1, f2, f3 - ïðî-
èçâîëüíûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Òàêèå ìîäåëè èíîãäà
ïðèìåíÿþòñÿ ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ ãðàâèòàöèîííîé ôåíî-
ìåíîëîãèè, îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå îíè ñîäåðæàò ãèãàíòñêèé ôóíêöè-
îíàëüíûé ïðîèçâîë èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, ñîäåðæàò áåñêîíå÷íîå êîëè-
÷åñòâî ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ. Åñëè ïîòðåáîâàòü íàëè÷èå
òîëüêî áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ, ìû ïðàêòè÷åñêè îäíîçíà÷íî ïðèõîäèì
ê ñëåäóþùåìó îáîáùåíèþ äåéñòâèÿ ýéíøòåéíîâñêîé ãðàâèòàöèè

S[gµν] =

∫
d4x

√
−g

{
− 1

2κ2 (R− Λ) + aRµνR
µν + bR2

}
, (113)

ãäå a è b - áåçðàçìåðíûå êîíñòàíòû. Ýòà ìîäåëü íàçûâàåòñÿ R2-
ãðàâèòàöèåé. Äåéñòâèå (113) òàêæå êàê è äåéñòâèå (112), èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî îáùåêîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îòëè÷èå òåîðèè ãðà-
âèòàöèè ñ äåéñòâèåì (113) îò ýéíøòåéíîâñêîé ãðàâèòàöèè ñîñòîèò â òîì,
÷òî â ýéíøòåéíîâñêîé ãðàâèòàöèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âòîðîãî ïîðÿä-
êà, à â òåîðèè ñ äåéñòâèåì (113) - ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Òî åñòü, R2-
ãðàâèòàöèÿ ýòî ïðèìåð òåîðèè ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè. Èíòåðåñíî îò-
ìåòèòü, ÷òî òåîðèÿ ñ äåéñòâèåì

S[gµν] =

∫
d4x

√
−gf(R)

íå ñîäåðæèò âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ïðè ëþáîé
ôóíêöèè f(R).

Ïðè îáùåêîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîìïîíåíòû ìåòðèêè gµν(x)
ïðåîáðàçóþòñÿ ñîãëàñíî (111), à äåéñòâèÿ (112), (113) îñòàþòñÿ èíâàðè-
àíòíûìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, çàäàíû ëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äèíàìè-
÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ äåéñòâèå èíâàðèàíòíî. Ýòî
òèïè÷íàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ òåîðèè êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â
òåîðèè ãðàâèòàöèè îáùåêîîðäèíàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èãðàþò ðîëü êà-
ëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Íàéäåì áåñêîíå÷íî ìàëóþ ôîðìó òàêèõ
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ïðåîáðàçîâàíèé. Çàïèøåì x′µ = xµ +ξµ(x), ãäå ξµ(x) - âåêòîð ñ áåñêîíå÷-
íî ìàëûìè êîìïîíåíòàìè. Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå (111) è èñïîëüçóåì
â íåì áåñêîíå÷íî ìàëîå îáùåêîîðäèíàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Èìååì

g′µν(x
′) =

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
gαβ(x),

ãäå x′µ = x′µ(x). Ïåðåîáîçíà÷èì x′µ ↔ xµ, òîãäà ïîëó÷èì

g′µν(x) =
∂x′α

∂xµ

∂x′β

∂xν
gαβ(x

′).

Èç ñîîòíîøåíèÿ x′µ = xµ + ξµ(x) íàéäåì

∂x′α

∂xµ
= δα

µ + ∂µξ
α(x). (114)

Ñëåäîâàòåëüíî

g′µν(x) = (δα
µ + ∂µξ

α)(δβ
ν + ∂νξ

β)gαβ(x+ ξ)

èëè
g′µν(x) = (δα

µ + ∂µξ
α)(δβ

ν + ∂νξ
β)(gαβ(x) + ∂γgαβξ

γ.

Îòñþäà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ëèíåéíûõ ïî ξµ èìååì

g′µν(x) = gµν(x) + ∂µξ
αgαν + ∂νξ

αgµα + ∂αgµνξ
α.

Ñëåäîâàòåëüíî

δgµν = Dµν,αξ
α, (115)

ãäå

Dµν,α = gαν∂µ + gµα∂ν + ∂αgµν. (116)

Âûðàæåíèå Dµν,α (116) íàçûâàåòñÿ ãåíåðàòîðîì îáùåêîîðäèíàòíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé, à ôóíêöèè ξα(x) - ïàðàìåòðàìè îáùåêîîðäèíàòíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé. Ïîêàæåì, ÷òî δgµν ìîæíî çàïèñàòü òàê
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δgµν = ∇µξν +∇νξµ, (117)

ãäå ξµ = gµαξ
α. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü (117), èñïîëüçóÿ

ÿâíûé âèä êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé. Èìååì

∇µξν +∇νξµ = ∂µξν − Γα
µνξα + ∂νξµ − Γα

νµξα =

= ∂µξν + ∂νξµ − 2Γα
µνξ

α = ∂µ(gναξ
α) +

+ ∂ν(gµαξ
α)− gαβ(∂µgβν + ∂νgµβ − ∂βgµν)ξα =

= gαν∂µξ
α + gµα∂νξ

α + ∂µgναξ
α + ∂νgµαξ

α −
− ξα(∂µgαν + ∂νgµα − ∂αgµν) =

= gαν∂µξ
α + gµα∂νξ

α + ∂µgναξ
α + ∂νgµαξ

α −
− ∂µgανξ

α − ∂νgµαξ
α + ∂αgµνξ

α =

= ∂µξ
αgαν + ∂νξ

αgµα + ∂αgµνξ
α.

Íî ýòî ñîâïàäàåò ñ Dµν,αξ
α. Ñîîòíîøåíèå (117) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

δgµν = (gνα∇µ + gµα∇ν)ξ
α, (118)

òî åñòü ãåíåðàòîð îáùåêîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé çàïèñûâàåòñÿ â ÿâ-
íî êîâàðèàíòíîé ôîðìå

Dµν,α = gµα∇ν + gνα∇µ. (119)

Íàéäåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ýéíøòåéíîâñêîé ãðàâèòàöèè. Äëÿ ýòî-
ãî âû÷èñëèì âàðèàöèþ äåéñòâèÿ (112). Èìååì

δSE[gµν] = − 1

2κ2

∫
d4x{δ

√
−g(R− Λ) +

√
−gδR}.

a. Âû÷èñëèì δ
√
−g. Íàïîìíèì, ÷òî g = detgµν. Èñïîëüçóåì òîæäåñòâî

g = etrlngµν . Òîãäà

δg = etrlngµνtr(g−1)µνδgµν = ggµνδgµν.
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Îòñþäà

δ
√
−g = δ(−g)1/2 =

1

2
(−g)1/2(−δg) =

=
1

2
(−g)1/2(−g)gµνδgµν =

1

2

√
−ggµνδgµν. (120)

Ðàññìîòðèì

δR = δ(gαβRαβ) = δgαβRαβ + gαβδRαβ.

b. Âû÷èñëèì δgαβ. Çàïèøåì òîæäåñòâî gµαgαν = δµ
ν. Îòñþäà

δgµαgαν + gµαδgαν = 0

èëè
δgµαgανg

νβ = −gµαgνβδgαν,

δgµβ = −gµαgβνδgαν

èëè

δgαβ = −gαµgβνδgµν. (121)

Ðàññìîòðèì δRαβ. Ïî îïðåäåëåíèþ

Rαβ = Rλ
αλβ = ∂λΓ

λ
αβ − ∂βΓ

λ
αλ + Γλ

ρλΓ
ρ
αβ − Γλ

ρβΓ
ρ
αλ.

Òî åñòü, äëÿ íàõîæäåíèÿ δRαβ íàäî âû÷èñëèòü δΓα
µν.

c. Âû÷èñëåíèå δΓα
µν ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî îïðåäåëå-

íèþ

Γα
µν =

1

2
gαβ(∂µgβν + ∂νgµβ − ∂βgµν).

Îòñþäà

δΓα
µν =

1

2
δgαβ(∂µgβν + ∂νgµβ − ∂βgµν) +

1

2
gαβ(∂µδgβν + ∂νδgµβ − ∂βδgµν).

Ïîäñòàâèì â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå δgαβ = −gαλgβσδgλσ, ïîëó÷èì
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δΓα
µν =

1

2
δgαβ(∂µδgβν + ∂νδgµβ − ∂βδgµν)−

− 1

2
gαλgβσδgλσ(∂µgβν + ∂νgµβ − ∂βgµν). (122)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

Xα
µν =

1

2
gαβ(∇µδgβν +∇νδgµβ −∇βδgµν) =

=
1

2
gαβ{∂µδgβν − Γλ

µβδgλν − Γλ
µνδgλβ +

+ ∂νδgµβ − Γλ
νβδgλµ − Γλ

νµδgλβ −
− ∂βδgµν + Γλ

βµδgλν + Γλ
βνδgµλ} =

=
1

2
gαβ(∂µδgβν + ∂νδgµβ − ∂βδgµν − gαβΓλ

µνδgλβ) =

=
1

2
gαβ(∂µδgβν + ∂νδgµβ − ∂βδgµν)− (123)

− 1

2
gαβgλσ(∂µgσν + ∂νgµσ − ∂σgµν)δg

λβ.

Âî âòîðîé ñêîáêå çàìåíèì β ↔ σ, ýòî äàåò

−1

2
gασgλβ(∂µgβν + ∂νgµβ − ∂βgµν)δgλσ.

Òåïåðü çàìåíèì λ↔ σ, ïîëó÷èì

−1

2
gαλgβσ(∂µgβν + ∂νgµβ − ∂βgµν)δgλσ.

Íî ýòî âûðàæåíèå òî÷íî ñîâïàäàåò ñî âòîðîé ñêîáêîé â (122). Ïåðâàÿ
ñêîáêà â (123) ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé ñêîáêîé â (122). Ïîýòîìó

δΓα
µν =

1

2
gαβ(∇µδgβν +∇νδgµβ −∇βδgµν). (124)

Çàìåòèì, ÷òî δΓα
µν ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì.

d. Âû÷èñëèì δRαβ. Èìååì

58



δRαβ = ∂λδΓ
λ
αβ − ∂βδΓ

λ
αλ + δΓλ

ρλΓ
ρ
αβ +

+ Γλ
ρλδΓ

ρ
αβ − δΓλ

ρβΓ
ρ
αλ − Γλ

ρβδΓ
ρ
αλ. (125)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ðàññìîòðèì

Yαβ = ∇λδΓ
λ
αβ −∇βδΓ

λ
αλ.

Èìååì

Yαβ = ∂λδΓ
λ
αβ + Γλ

λρδΓ
ρ
αβ − Γρ

λαδΓ
λ
ρβ − Γρ

λβδΓ
λ
ρα −

− ∂βδΓ
λ
αλ − Γλ

βρδΓ
ρ
αλ + Γρ

βαδΓ
λ
ρλ + Γρ

βλδΓ
λ
αρ =

= ∂λδΓ
λ
αβ − ∂βδΓ

λ
αλ + Γλ

λρδΓ
ρ
αβ +

+ Γρ
αβδΓ

λ
ρλ − Γρ

λαδΓ
λ
ρβ − Γλ

βρδΓ
ρ
αλ.

Íî ýòî òî÷íî ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (125), ïîýòîìó

δRαβ = ∇λδΓ
λ
αβ −∇βδΓ

λ
αλ. (126)

Â ðåçóëüòàòå

δSE[gµν] = − 1

2κ2

∫
d4x{1

2

√
−ggµνδgµν(R− Λ) +

+
√
−gδgαβRαβ +

√
−ggαβδRαβ} =

= − 1

2κ2

∫
d4x

√
−g{1

2
gµν(R− Λ)δgµν − gαµgβνRαβδgµν +

+ gαβ(∇λδΓ
λ
αβ −∇βδΓ

λ
αλ)} =

= − 1

2κ2

∫
d4x

√
−g{−(Rµν − 1

2
gµνR)δgµν −

1

2
Λgµνδgµν +

+ ∇λ[g
αβδΓλ

αβ − gαλδΓβ
αβ]}.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñ ïîìîùüþ òåîðèè Ãàóññà ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî
ïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùåé îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ. Íî âàðèàöèÿ δgαβ

íà ýòîé ïîâåðõíîñòè îáðàùàåòñÿ â íîëü. Êðîìå òîãî, íàäî ïîòðåáîâàòü,
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÷òîáû íà ýòîé ïîâåðõíîñòè è ïðîèçâîäíàÿ ∂γδgαβ îáðàùàëàñü â íîëü. Ñ
ó÷åòîì ýòîãî

δSE[gµν] =
1

2κ2

∫
d4x

√
−g

{
(Rµν − 1

2
gµνR) +

1

2
Λgµν

}
δgµν.

Ñëåäîâàòåëüíî

δSE[gµν]

δgµν
=

1

2κ2

√
−g

{
(Rµν − 1

2
gµνR) +

1

2
Λgµν

}
. (127)

Îòñþäà ñëåäóþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ýéíøòåéíîâñêîé ãðàâèòàöèè

Rµν − 1

2
gµνR = −1

2
Λgµν. (128)

Óðàâíåíèÿ (128) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéíøòåéíà.
Ïîìèìî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â ïðèðîäå ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïî-

ëÿ, êîòîðûå â êîíòåêñòå îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïðèíÿòî íàçû-
âàòü ïîëÿìè ìàòåðèè èëè ïðîñòî ìàòåðèåé. Îáîçíà÷èì òàêèå ïîëÿ êàê
Φ(x). Äðóãèìè ñëîâàìè Φ(x) - ýòî âñå ïîëÿ, ñóùåñòâóþùèå â ïðèðî-
äå, êðîìå ãðàâèòàöèîííîãî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèíàìèêà òàêèõ ïî-
ëåé îïèñûâàåòñÿ äåéñòâèåì SM [Φ, gµν], çàâèñÿùèì îò ýòèõ ïîëåé è ìåò-
ðèêè gµν. Ïîñòðîåíèå äåéñòâèÿ SM [Φ, gµν] ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé çàäà÷åé.
Ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî

SM [Φ, gµν] =

∫
d4x

√
−gLM , (129)

ãäå â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ëàãðàíæèàí LM ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ïðèíöè-
ïà ìèíèìàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãðàâèòàöèåé. Ýòî îçíà-
÷àåò ñëåäóþùåå. Ïóñòü â îòñóòñòâèå ãðàâèòàöèè, òî åñòü â ïëîñêîì
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, ïîëÿ ìàòåðèè åñòü òåíçîðû èëè ñïèíîðû ïî îòíî-
øåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà. Ïðè íàëè÷èè ãðàâèòàöèè èõ ñëåäóåò
ñ÷èòàòü òåíçîðàìè è ñïèíîðàìè â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
(ïîíÿòèå ñïèíîðà â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå òðåáóåò îòäåëüíîãî îïðå-
äåëåíèÿ, êîòîðîãî ìû çäåñü íå êàñàåìñÿ). Çàòåì íàäî çàìåíèòü ïëîñêóþ
ìåòðèêó íà ìåòðèêó gµν èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà è çàìåíèòü îáû÷-
íóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ íà êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ, ïðèíÿòóþ â
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ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ëàãðàíæèàí LM , êîòîðûé
ïî ïîñòðîåíèþ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñêàëÿðîì îòíîñèòåëüíî îáùåêîîðäèíàò-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ñèñòåìà ïîëåé ìàòåðèè è ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ äåéñòâè-
åì

S[gµν,Φ] = SE[gµν] + SM [Φ, gµν]. (130)

Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä

δS[gµν,Φ]

δgµν
= 0,

δS[gµν,Φ]

δΦ
= 0. (131)

Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé çàïèñûâàåòñÿ òàê

δSE[gµν]

δgµν
+
δSM [Φ, gµν]

δgµν
= 0.

Ñ ó÷åòîì (127) ïîëó÷èì

1

2κ2

√
−g

[
(Rµν − 1

2
gµνR) +

1

2
Λgµν

]
= −δSM [Φ, gµν]

δgµν

èëè

Rµν − 1

2
gµνR +

1

2
Λgµν = −κ2 2√

−g
δSM [Φ, gµν]

δgµν
.

Ïðàâóþ ÷àñòü ïðåîáðàçóåì òàê

δSM

δgµν
=
δSM

δgαβ

∂gαβ

∂gµν
= −gαµgβν δSM

δgαβ

òîãäà

Rµν − 1

2
gµνR +

1

2
Λgµν = gµαgνβκ2 2√

−g
δSM [Φ, gµν]

δgαβ
.

Âûðàæåíèå

Tαβ =
2√
−g

δSM [Φ, gµν]

δgαβ
(132)
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íàçûâàåòñÿ ( ìåòðè÷åñêèì ) òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòåðèè. Ñ ó÷å-
òîì ýòîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

Rµν − 1

2
gµνR +

1

2
gµνΛ = κ2gµαgνβTαβ = κ2T µν.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

Rµν − 1

2
gµνR +

1

2
gµνΛ = κ2T µν. (133)

Ýòè óðàâíåíèÿ òàêæå íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè Ýéíøòåéíà. Ê íèì íàäî
åùå äîáàâèòü óðàâíåíèÿ ìàòåðèè

δS[gΦ,µν]

δΦ
= 0. (134)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (133), (134) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò äèíàìèêó ãðàâè-
òàöèè è ìàòåðèè.

Åñëè ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì ìàòåðèåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òî äèíàìèêà
ãðàâèòàöèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (128). Èõ ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

Rµν − 1

2
gµνR = −1

2
gµνΛ.

Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè Ýéíøòåéíà.
Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî òðàêòîâàòü êàê òåíçîð ýíåðãèè-
èìïóëüñà ïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü âàêóóìà

T µν
vac = −1

2
gµνΛ. (135)

Èç óðàâíåíèÿ (128) ïîñëå ñâåðòêè ïî èíäåêñàì µ, ν ïîëó÷èì

R− 1

2
4R = −1

2
4Λ

èëè

R = 2Λ = const. (136)
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Ïðè Λ > 0 óðàâíåíèå (136) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå, íàçûâàåìîå ïðî-
ñòðàíñòâîì äå Ñèòòåðà (dS) èëè ïðîñòðàíñòâîì ïîëîæèòåëüíîé êðèâèç-
íû. Ïðè Λ < 0 óðàâíåíèå (136) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå, íàçûâàåìîå ïðî-
ñòðàíñòâîì àíòè äå Ñèòòåðà (AdS) èëè ïðîñòðàíñòâîì îòðèöàòåëüíîé
êðèâèçíû.

Ðàññìîòðèì âàæíîå ñâîéñòâî óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, ñâÿçàííîå ñ îá-
ùåêîîðäèíàòíîé èíâàðèàíòíîñòüþ äåéñòâèÿ. Çàïèøåì áåñêîíå÷íî ìàëîå
êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå δgµν = ∇µξν +∇νξµ. Îòíîñèòåëüíî ýòîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ äåéñòâèå èíâàðèàíòíî, òî åñòü

SE[gµν + δgµν] = SE[gµν].

Îòñþäà ∫
d4x

δSE[gµν]

δgµν
δgµν = 0

èëè ∫
d4x

√
−g 1√

−g
δSE[gµν]

δgµν
(∇µξν +∇νξµ) = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ãðàíèöå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ êàëèáðîâî÷íûå
ïàðàìåòðû ξµ îáðàùàþòñÿ â íîëü. Òîãäà ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî
÷àñòÿì è âíåèíòåãðàëüíûå ÷ëåíû áóäóò îòñóòñòâîâàòü. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
gµν = gνµ, ïîëó÷èì∫

d4x
√
−g∇ν

(
2√
−g

δSE[gµν]

δgµν

)
ξµ(x) = 0.

Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ξµ(x) ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

∇ν

(
2√
−g

δSE[gµν]

δgµν

)
= 0. (137)

Ñîîòíîøåíèå (137) èìååò âàæíîå ñëåäñòâèå. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ
Ýéíøòåéíà áåç ìàòåðèè. Ýòî åñòü ñèñòåìà èç 10 óðàâíåíèé è íà ïåðâûé
âçãëÿä èç íåå ìîæíî íàéòè âñå 10 êîìïîíåíò ìåòðèêè gµν(x). Îäíàêî íà
óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà íàëîæåíû 4 òîæäåñòâà (137), ïîýòîìó ôóíêöèî-
íàëüíî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé òîëüêî 6 è èç íèõ, â ïðèíöèïå, ìîæíî
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íàéòè òîëüêî 6 êîìïîíåíò ïîëÿ gµν, 4 êîìïîíåíòû îñòàþòñÿ ïðîèçâîëü-
íûìè. Íî ýòî íå óäèâèòåëüíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü êàêèì-òî îáðàçîì
çàäàíû âñå 10 êîìïîíåíò ïîëÿ gµν(x). Ñîâåðøèì áåñêîíå÷íî ìàëîå êàëèá-
ðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìåòðàìè ξµ(x), ïîëó÷èì

g′µν(x) = gµν(x) +∇µξν(x) +∇νξµ(x).

Ïîñêîëüêó ïàðàìåòðû ξµ(x) ïðîèçâîëüíû, òî ïîëå g
′
µν(x) ñîäåðæèò 4 ïðî-

èçâîëüíûå ôóíêöèè. Ïðè ýòîì, â ñèëó êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè,
åñëè gµν(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Ýéíøòåéíà, òî è g′µν(x) òàêæå
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Ýéíøòåéíà. Òîæäåñòâà (137) êàê ðàç è óêà-
çûâàþò íà òî, ÷òî èç óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà íå äîëæíî áûòü âîçìîæíûì
íàéòè îäíîçíà÷íî âñå 10 êîìïîíåíò ïîëÿ gµν(x). Îäíàêî, åñëè ïî êàêèì-
òî ïðè÷èíàì òðåáóåòñÿ îäíîçíà÷íîå íàõîæäåíèå âñåõ 10 êîìïîíåíò ïîëÿ
gµν(x), òî íåîáõîäèìî ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ äîáàâèòü 4 äîïîëíèòåëü-
íûõ êàëèáðîâî÷íî íå èíâàðèàíòíûõ óñëîâèÿ. Òàêèå óñëîâèÿ íàçûâàþò-
ñÿ êàëèáðîâêàìè. Ïðèìåðîì êàëèáðîâêè â òåîðèè ãðàâèòàöèè ÿâëÿþòñÿ
óñëîâèÿ Ôîêà-äå Äîíäåðà ∂ν(

√
−ggµν) = 0.

14 Ìîäåëü ìàññèâíîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ
âòîðîãî ðàíãà

Ñèììåòðè÷íîå òåíçîðíîå ïîëå âòîðîãî ðàíãà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ñâîáîäíîãî ìàññèâíîãî ïîëÿ ñî ñïèíîì 2.

Íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå ñ ìàññîé m è ñïèíîì
2 ðåàëèçóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðíûõ ïîëåé âòîðîãî
ðàíãà, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ Êëåéíà-Ãîðäîíà

(� +m2)ϕµν = 0 (138)

è äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì

∂µϕµν = 0,

ηµνϕµν = 0. (139)

Íàøà öåëü ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ñâîáîäíîãî ëàãðàíæèàíà, âåäóùåãî ê
óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, ñîãëàñîâàííûì ñ óñëîâèÿìè (138), (139). Äðóãèìè
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ñëîâàìè, ìû èùåì ëàãðàíæèàí òàêîé, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (138), (139) ÿâ-
ëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ïóñòü S[ϕµν] åñòü èñêîìîå äåéñòâèå ñâîáîäíîé òåîðèè, ïðèâîäÿùåå ê
ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ

δS[ϕµν]

δϕµν(x)
= 0.

ßñíî, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äîëæíû èìåòü î÷åíü ñïåöèàëüíûé âèä,
÷òîáû èç íèõ âûòåêàëè äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ (139).

Äåéñòâèòåëüíî, èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îáÿçàíû âûòåêàòü òðè òîæ-
äåñòâà

ηµν δS[ϕαβ]

δϕµν
= 0,

∂µ∂ν δS[ϕαβ]

δϕµν
= 0, (140)

∂µδS[ϕαβ]

δϕµν
= 0.

Äåéñòâèå S[ϕαβ] äîëæíî èìåòü òàêîé âèä, ÷òîáû òîæäåñòâà (140) âåëè ê
óñëîâèÿì (138), (139). Çàéìåìñÿ ïîñòðîåíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ òàêèì òðåáîâàíèÿì.

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâîáîäíîå ïîëå, òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè. Íàèáîëåå îáùåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, ñîãëàñîâàí-
íîå ñ ëîðåíö-êîâàðèàíòíîñòüþ è íå ñîäåðæàùåå âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ,
èìååò âèä

(� + m2)ϕµν + a(∂µ∂
αϕαν + ∂ν∂

αϕµα) +

+ bηµν∂
α∂βϕαβ + c∂µ∂νϕ+ dηµν(� +m2)ϕ = 0. (141)

Çäåñü îáîçíà÷åíî ϕ = ϕµ
µ; a, b, c, d - ïðîèçâîëüíûå áåçðàçìåðíûå êî-

ýôôèöèåíòû. Òàêæå ïðèíÿòî âî âíèìàíèå, ÷òî â ëîðåíö-êîâàðèàíòíîé
òåîðèè � è m2 äîëæíû âõîäèòü â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òîëüêî â êîìáè-
íàöèè � + m2. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè êîýôôèöèåíòû a, b,
c, d, îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå òîæäåñòâ (140).
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a. Óìíîæèì óðàâíåíèå (141) íà ηµν, ïîëó÷èì

(� + m2)ϕ+ a(∂µ∂νϕµν + ∂µ∂νϕµν) +

+ b4∂µ∂νϕ+ c�ϕ+ 4d(� +m2)ϕ = 0.

èëè

[(1 + c+ 4d)� + (1 + 4d)m2]ϕ+ 2(a+ 2b)∂µ∂νϕµν = 0. (142)

b. Óìíîæèì óðàâíåíèå (141) íà ∂µ∂ν, ïîëó÷èì

(� + m2)∂µ∂νϕµν + a(�∂µ∂νϕµν + �∂µ∂νϕµν) +

+ b�∂µ∂νϕµν + c�2ϕ+ d�(� +m2)ϕ = 0

èëè

[(1 + 2a+ b)� +m2]∂µ∂νϕµν + (c+ d)�2ϕ+ dm2�ϕ = 0. (143)

c. Óìíîæèì óðàâíåíèå (141) íà ∂µ, ïîëó÷èì

(� + m2)∂µϕµν + a(�∂µϕµν + ∂ν∂
α∂βϕαβ) +

+ b∂ν∂
α∂βϕαβ + c�∂νϕ+ d�∂νϕ+ dm2∂νϕ = 0

èëè

(1 + a)�∂µϕµν +m2∂µϕµν + (a+ b)∂ν∂
α∂βϕαβ +

+ (c+ d)�∂νϕ+ dm2∂νϕ = 0. (144)

Îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèÿì (142), (143). Èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ñèñòåìó èç äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ
âåëè÷èí ϕ è ∂µ∂νϕµν. Èç (142) ïîëó÷èì

∂µ∂νϕµν = − 1

2(a+ 2b)
[(1 + c+ 4d)� + (1 + 4d)m2]ϕ. (145)
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Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (143). Èìååì

− 1

2(a+ 2b)
[(1 + 2a+ b)� +m2][(1 + c+ 4d)� + (1 + 4d)m2]ϕ+

+ (c+ d)�2ϕ+ dm2�ϕ = 0

èëè

{(1 + 2a+ b)(1 + c+ 4d)�2 + [(1 + 2a+ b)(1 + 4d) + (1 + c+ 4d)]m2�+

+ (1 + 4d)m4}ϕ− 2(a+ 2b)(c+ d)IJ2 − 2(a+ 2b)dm2�ϕ = 0

èëè

{[(1 + 2a+ b)(1 + c+ 4d)− 2(a+ 2b)(c+ d)]�2 + [(1 + 2a+ b)(1 + 4d)+

+ (1 + c+ 4d)− 2d(a+ 2b)]m2� + (1 + 4d)m4}ϕ = 0.

Ýòî ñîîòíîøåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî. Âûáåðåì êîýôôè-
öèåíòû a, b, c, d òàê, ÷òîáû

(1 + 2a+ b)(1 + c+ 4d)− 2(a+ 2b)(c+ d) = 0

(1 + 2a+ b)(1 + 4d) + (1 + c+ 4d)− 2d(a+ 2b) = 0. (146)

Òîãäà óðàâíåíèå (??) ïðèíèìàåò âèä

(1 + 4d)m4ϕ = 0. (147)

Ïóñòü (1 + 4d) 6= 0. Òîãäà èç (147) ñëåäóåò ϕ = 0, êàê è äîëæíî áûòü,
ñîãëàñíî âòîðîìó èç óñëîâèé (139). Ïîäñòàâèì íàéäåííîå âûðàæåíèå ϕ =
0 â óðàâíåíèå (145) è ïîëó÷èì ∂µ∂νϕµν = 0. Ñîîòíîøåíèÿ ϕ = 0 è
∂µ∂νϕµν = 0 ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (144) è ïîëó÷èì

(1 + a)�∂µϕµν +m2∂µϕµν = 0. (148)

Âûáåðåì a èç óñëîâèÿ (1 + a) = 0. Òîãäà èç (148) ñëåäóåò m2∂µϕµν = 0
èëè ∂µϕµν = 0 êàê è äîëæíî áûòü ñîãëàñíî ïåðâîìó èç óñëîâèé (139).
Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ ϕ = 0, ∂µ∂νϕµν = 0, ∂µϕµν = 0 â èñõîäíîå
óðàâíåíèå (141), ïîëó÷èì (� + m2)ϕµν = 0. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå
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(141) âåäåò ê óñëîâèÿì (138), (139), åñëè âûïîëíåíû óðàâíåíèÿ a = −1
è (146).

Ïîäñòàâèì a = −1 â (146), ïîëó÷èì

(b− 1)(1 + c+ 4d)− 2(2b− 1)(c+ d) = 0,

(b− 1)(1 + 4d) + (1 + c+ 4d)− 2d(2b− 1) = 0. (149)

Â ðåçóëüòàòå ìû èìååì ñèñòåìó äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ íà-
õîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ b, c è d. ßñíî, ÷òî èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæ-
íî îïðåäåëèòü òîëüêî äâà êîýôôèöèåíòà, îäèí îñòàíåòñÿ ïðîèçâîëüíûì.
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ñëó÷àéíî, à ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñòðóêòóðû óðàâ-
íåíèÿ (141).

Ñîâåðøèì â èñõîäíîì óðàâíåíèè (141) çàìåíó ïîëÿ ϕµν íà ïîëå ϕ̄µν

ïî ïðàâèëó

ϕµν = ϕ̄µν + αηµνϕ, (150)

ãäå α - ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð. Îòñþäà ϕ = ϕ̄ + 4αϕ èëè ϕ = ϕ̄
1−4α .

Ïîäñòàâëÿÿ (150) â (141), ïîëó÷èì

(� + m2)ϕ̄µν + αηµν(� +m2)ϕ+

+ a(∂µ∂
αϕ̄αν + ∂ν∂

αϕ̄µα) + 2αa∂µ∂νϕ+

+ bηµν∂
α∂βϕ̄αβ + αbηµν�ϕ+ c∂µ∂νϕ+ d(� +m2)ϕ = 0

èëè

(� + m2)ϕ̄µν + a(∂µ∂
αϕ̄αν + ∂ν∂

αϕ̄µα) + bηµν∂
α∂βϕ̄αβ +

+
c+ 2αa

1− 4α
∂µ∂νϕ̄+

d+ α

1− 4α
ηµν(� +m2)ϕ = 0. (151)

Ìû âèäèì, ÷òî óðàâíåíèå (151) ñîâïàäàåò ïî ôîðìå ñ óðàâíåíèåì (141),
íî âìåñòî êîýôôèöèåíòîâ c, d ñòîÿò êîýôôèöèåíòû c+2αa

1−4α è d+α
1−4α , çàâè-

ñÿùèå îò ïðîèçâîëüíîãî ïàðàìåòðà α. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû
c è d íå ìîãóò áûòü íàéäåíû îäíîçíà÷íî, îäèí èç íèõ îáÿçàòåëüíî ïðî-
èçâîëåí, ÷òî è îòðàæàåòñÿ â óðàâíåíèÿõ (149).
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×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (149) åñòü b = 1, c = 1, d = −1. Ýòî
âìåñòå ñ a = −1 ïðèâîäèò óðàâíåíèå (141) ê âèäó

(� + m2)ϕµν − (∂µ∂
αϕαν + ∂ν∂

αϕµα) +

+ ηµν∂
α∂βϕαβ + ∂µ∂νϕ− ηµν(� +m2)ϕ = 0. (152)

Óðàâíåíèå (152) åñòü îäíà èç âîçìîæíûõ ôîðì çàïèñè óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ ìàññèâíîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ âòîðîãî ðàíãà. Îíî
íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ïàóëè-Ôèðöà.

Ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ ëàãðàíæèàíà. Ñòðóêòóðà óðàâíåíèÿ (152)
ïîêàçûâàåò, ÷òî èñêîìûé ëàãðàíæèàí äîëæåí èìåòü âèä

L = −1

2
ϕµν(� +m2)ϕµν +

1

2
ϕ(� +m2)ϕ+

+ λ1∂
µϕµν∂

αϕα
ν + λ2∂

µϕµν∂
νϕ, (153)

ãäå λ1, λ2 - ïðîèçâîëüíûå áåçðàçìåðíûå âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû. ×òîáû
íàéòè ýòè ïàðàìåòðû, çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, âûòåêàþùåå èç ëà-
ãðàíæèàíà (153) è ñðàâíèì ñ óðàâíåíèåì (152).

Çàïèøåì äåéñòâèå

S[ϕµν] =

∫
d4xL =

∫
d4x

{
−1

2
ϕµν(� +m2)ϕµν+

+
1

2
ϕ(� +m2)ϕ+ λ1∂

µϕµν∂
αϕα

ν + λ2∂
µϕµν∂

νϕ

}
.

Òîãäà

δS[ϕµν] =

∫
d4x{−1

2
δϕµν(� +m2)ϕµν − 1

2
(� +m2)ϕµνδϕ

µν +

+
1

2
δϕ(� +m2)ϕ+

1

2
(� +m2)ϕδϕ− λ1δϕµν∂

µ∂αϕα
ν −

− λ1∂
µ∂αϕµνδϕα

ν − λ2δϕµν∂
µ∂νϕ− λ2∂

ν∂µϕµνδϕ}.
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Ðàññìîòðèì δϕ = δ(ηµνϕµν) = ηµνδϕµν. Òîãäà

δS[ϕµν] =

∫
d4x{[−(�+m2)ϕµν +ηµν(�+m2)ϕ]δϕµν−λ1∂µ∂

αϕανδϕ
µν−

− λ1∂µ∂
αϕανδϕ

µν − λ2∂µ∂νϕδϕ
µν − λ2ηµν∂

α∂βϕαβδϕ
µν} =

=

∫
d4x{−(� +m2)ϕµν + ηµν(� +m2)ϕ− λ1(∂µ∂

αϕαν+

+ ∂ν∂
αϕµα)− λ2∂µ∂νϕ− λ2ηµν∂

α∂βϕαβ}δϕµν}.

Îòñþäà

δS

δϕµν
= −(� +m2)ϕµν + ηµν(� +m2)ϕ−

− λ1(∂µ∂
αϕαν + ∂ν∂

αϕµα)− λ2∂µ∂νϕ− λ2ηµν∂
α∂βϕαβ.

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùåå ëàãðàíæèàíó (153), åñòü

(� + m2)ϕµν + λ1(∂µ∂
αϕαν + ∂ν∂

αϕµα) +

+ λ2ηµν∂
α∂βϕαβ + λ2∂µ∂νϕ− ηµν(� +m2)ϕ = 0. (154)

Ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèÿ (154) è (152), çàêëþ÷àåì, ÷òî λ1 = −1, λ2 =
1. Òàêèì îáðàçîì, ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî ìàññèâíîãî ñèììåòðè÷íîãî
òåíçîðíîãî ïîëÿ âòîðîãî ðàíãà èìååò âèä

L =
1

2
∂αϕµν∂αϕ

µν − 1

2
m2ϕµνϕ

µν − 1

2
∂αϕ∂αϕ+

+
1

2
m2ϕ2 − ∂µϕµν∂

αϕα
ν + ∂µϕµν∂

νϕ. (155)

Âûðàæåíèå (155) íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæèàíîì Ïàóëè-Ôèðöà.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè m = 0 ëàãðàíæèàí Ïàóëè-Ôèðöà ñîâïàäà-

åò ñ ëàãðàíæèàíîì äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîçìóùåíèé ϕµν, îïðåäåëÿåìûõ
êàê gµν = ηµν + 2κϕµν ñ ïîñëåäóþùèì ðàçëîæåíèåì äåéñòâèÿ ýéíøòåé-
íîâñêîé ãðàâèòàöèè SE[gµν] äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ϕµν. Ïðè ýòîì ëàãðàí-
æèàí ãðàâèòàöèîííûõ âîçìóùåíèé èíâàðèàíòåí (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëíîé
äèâåðãåíöèè) îòíîñèòåëüíî ëèíåàðèçîâàííûõ êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé

δϕµν = ∂µξν + ∂νξµ.
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Ìàññîâûå ÷ëåíû â ëàãðàíæèàíå (155) íàðóøàþò êàëèáðîâî÷íóþ èíâà-
ðèàíòíîñòü. Â ïðèíöèïå, ýòó êàëèáðîâî÷íóþ èíâàðèàíòíîñòü ìîæíî âîñ-
ñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ øòþêåëüáåðãîâñêèõ ïîëåé.

Âîññòàíîâëåíèå êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè â ìàññèâíîé òåîðèè
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì L(0) = L|m2=0, ãäå L
äàåòñÿ (152). Ðàññìîòðèì òåîðèþ ñ íàáîðîì ïîëåé ϕµν, ϕµ è äåéñòâèåì

S[ϕµν, ϕµ] =

∫
d4x

{
L(0)(ϕµν, ∂αϕµν)−

1

2
m2(ϕµν −

1

m
(∂µϕν + ∂νϕµ))×

× (ϕµν − 1

m
(∂µϕν + ∂νϕµ)) +

1

2
m2(ϕ− 2

m
∂µϕ

µ)2
}
. (156)

Çäåñü ϕµ - íåêîòîðîå âåêòîðíîå ïîëå.
Êàê ìû îòìå÷àëè, â áåçìàññîâîì ïðåäåëå ëàãðàíæèàí (155) îòâå÷àåò

êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíîé òåîðèè, ãäå êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
èìåþò âèä δϕµν = ∂µξν + ∂νξµ. Ïîäáåðåì êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå
äëÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëÿ ϕµ òàê, ÷òîáû äåéñòâèå (156) áûëî èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî îäíîâðåìåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé δϕµν = ∂µξν + ∂νξµ
è ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕµ. Çàìåòèì, ÷òî ïîëå ϕµ âõîäèò â
äåéñòâèå (156) â êîìáèíàöèè

Φµν = ϕµν −
1

m
(∂µϕν + ∂νϕµ),

ïîýòîìó ïîòðåáóåì, ÷òîáû Φ′
µν = Φµν. Ýòî îçíà÷àåò

ϕ′µν −
1

m
(∂µϕ

′
ν + ∂νϕ

′
µ) = ϕµν −

1

m
(∂µϕν + ∂νϕµ).

Ïðåäñòàâèì ϕ′µ = ϕµ + δϕµ, òîãäà èìååì

ϕµν + ∂µξν + ∂νξµ −
1

m
(∂µϕν + ∂µδϕν + ∂νϕµ + ∂νδϕµ) =

= ϕµν −
1

m
(∂µϕν + ∂νδϕµ).

Îòñþäà ñëåäóåò

∂µξν + ∂νξµ −
1

m
(∂µδϕν + ∂νδϕµ) = 0.
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Åñòåñòâåííî âûáðàòü
δϕµ = mξµ.

Âõîäÿùåå â (156) âûðàæåíèå ϕ − 2
m∂

µϕµ = ηµνΦµν. Ïîýòîìó ϕ − 2
m∂

µϕµ

òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé δϕµν = ∂µξν + ∂νξµ,
δϕµ = mξµ. Â èòîãå, ñèñòåìà êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îñòàâëÿþ-
ùèõ èíâàðèàíòíûì äåéñòâèå (156) èìååò âèä

δϕµν = ∂µξν + ∂νξµ,

δϕµ = mξµ. (157)

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî òåîðèè ñ äåéñòâèÿìè S[ϕµν] (152) è S[ϕµν, ϕµ]
(156) ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü âåäóò ê îäèíàêîâûì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ.
Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ïîëÿ ϕµ. Èìååì

δϕµ
S[ϕµν, ϕµ] =

∫
d4x

{
m2Φµν 1

m
(∂µδϕν + ∂νδϕµ) −

− m2(ϕ− 2

m
∂νϕν)(−

2

m
)∂µδϕµ

}
.

Îòñþäà
δS[ϕµν, ϕµ]

δϕµ
= −2∂νΦµν + 2∂µ

(
ϕ− 2

m
∂νϕν

)
= 0

èëè

∂νϕµν −
1

m
∂ν (∂µϕν + ∂νϕµ)− ∂µ

(
ϕ− 2

m
∂νϕν

)
= 0

èëè

∂νϕµν − ∂µϕ−
1

m
(∂µ∂

νϕν + �ϕµ − 2∂µ∂
νϕν) = 0

èëè

∂νϕµν − ∂µϕ−
1

m
(�ϕµ − ∂µ∂

νϕν) = 0. (158)

Ïîñêîëüêó äåéñòâèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (157),
òî è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíû. Íî òîãäà ìîæíî
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íàëîæèòü êàëèáðîâî÷íûå óñëîâèÿ, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî ÷èñëó êàëèáðî-
âî÷íûõ ïàðàìåòðîâ ξµ(x). Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå êàëèáðîâî÷íûõ óñëî-
âèé ìîæíî âûáðàòü ϕµ(x) = 0. Òîãäà óðàâíåíèÿ (158) ïðèìóò âèä

∂νϕµν − ∂µϕ = 0. (159)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ ïîëÿ ϕµν. Èìååì

δS[ϕµν, ϕµ]

δϕµν
= 0.

Â êàëèáðîâêå ϕµ = 0 ýòî óðàâíåíèå ïåðåïèøåòñÿ òàê

δS[ϕµν, 0]

δϕµν
= 0. (160)

Îäíàêî S[ϕµν, ϕµ]|ϕµ=0 = S[ϕµν] (152). Ïîýòîìó óðàâíåíèå (160) ñîâïà-
äàåò ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ â òåîðèè ñ äåéñòâèåì S[ϕµν]. Íî óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â òåîðèè ñ äåéñòâèåì S[ϕµν] èìåþò â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé ñî-
îòíîøåíèÿ ϕ = 0 è ∂νϕµν = 0. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (159) âûïîëíÿåòñÿ
òîæäåñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò êàëèáðîâêà, â êîòîðîé óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ â òåîðèÿõ ñ äåéñòâèÿìè S[ϕµν] è S[ϕµν, ϕµ] ñîâïàäàþò.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâå ðàññìàòðèâàåìûå òåîðèè ýêâèâàëåíòíû. Â ðåçóëü-
òàòå ìû âèäèì, ÷òî íåêàëèáðîâî÷íóþ òåîðèþ ñ äåéñòâèåì S[ϕµν] ìîæíî
ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì çàäàòü êàê êàëèáðîâî÷íóþ òåîðèþ ñ äåéñòâè-
åì S[ϕµν, ϕµ]. Äëÿ ýòîé öåëè ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå øòþêåëüáåðãîâî
ïîëå ϕµ.

15 Ìîäåëü àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ âòîðîãî
ðàíãà

Àíòèñèììåòðè÷íîå òåíçîðíîå ïîëå âòîðîãî ðàíãà ïîÿâëÿåòñÿ åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì â ìîäåëÿõ òåîðèè ïîëÿ ñ ðàñøèðåííîé ñóïåðñèììåò-
ðèåé. Íàøà öåëü ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ëàãðàíæèàíà äëÿ òàêîãî ïîëÿ.
Êðîìå òîãî, ìû ïîêàæåì, ÷òî ìîäåëü áåçìàññîâîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî
òåíçîðíîãî ïîëÿ âòîðîãî ðàíãà ýêâèâàëåíòíà ìîäåëè áåçìàññîâîãî ñêà-
ëÿðíîãî ïîëÿ.
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Ðàññìîòðèì ïîëå Bµν(x), Bµν = −Bνµ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ïîëå
îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

B′
µν = Bµν + ∂µξν(x)− ∂νξµ(x), (161)

ãäå ξµ(x) - ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïîëå, ÿâëÿþùååñÿ ïàðàìåòðîì äàí-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïàðàìåòð ξµ(x) ñàì ïî ñåáå
îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ξ′µ = ξµ + ∂µξ, ãäå ξ(x) -
ïðîèçâîëüíîå ñêàëÿðíîå ïîëå. Òîãäà

B′′
µν = Bµν + ∂µξ

′
ν − ∂νξ

′
µ = Bµν + ∂µξν − ∂νξµ +

+ ∂µ∂νξ − ∂ν∂µξ = Bµν + ∂µξν − ∂νξµ = B′
µν.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ξµ = ∂µξ, òî ïîëå Bµν èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Îïðåäåëèì ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íîå òåíçîðíîå ïîëå Fαβγ(x) ñî-
îòíîøåíèåì

Fαβγ = ∂αBβγ + ∂βBγα + ∂γBαβ. (162)

Ïðè ýòîì

Fβαγ = ∂βBαγ + ∂αBγβ + ∂γBβα = −∂βBγα − ∂αBβγ − ∂γBαβ = −Fαβγ

Fαγβ = ∂αBγβ + ∂γBβα + ∂βBαγ = −∂αBβγ − ∂γBαβ − ∂βBγα = −Fαβγ.

Ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå (162) êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíî. Èìååì

F ′αβγ = ∂αB
′
βγ + ∂βB

′
γα + ∂γB

′
αβ = ∂α(Bβγ + ∂βξγ − ∂γξβ) +

+ ∂β(Bγα + ∂γξα − ∂αξγ) + ∂γ(Bαβ + ∂αξβ − ∂βξα) =

= ∂αBβγ + ∂βBγα + ∂γBαβ + ∂α∂βξγ − ∂α∂γξβ +

+ ∂β∂γξα − ∂β∂αξγ + ∂γ∂αξβ − ∂γ∂βξα = Fαβγ.

Âûðàæåíèå Fαβγ (162) íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì íàïðÿæåííîñòè àíòèñèììåò-
ðè÷íîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ âòîðîãî ðàíãà.

Îïðåäåëèì ìîäåëü òåîðèè ïîëÿ ñ íàáîðîì ïîëåé Bµν(x) è äåéñòâèåì

S[B] = − 1

12

∫
d4xFαβγF

αβγ. (163)
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Ýòà ìîäåëü íàçûâàåòñÿ òåîðèåé ñâîáîäíîãî áåçìàññîâîãî àíòèñèììåò-
ðè÷íîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ âòîðîãî ðàíãà èëè ìîäåëüþ Îãèåâåöêîãî-
Ïîëóáàðèíîâà. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé òåî-
ðèè. Èìååì

δS[B] = −1

6

∫
d4xF αβγδFαβγ =

= −1

6

∫
d4xF αβγ(∂αδBβγ + ∂βδBγα + ∂γδBαβ) =

=
1

6

∫
d4x(∂αF

αβγδBβγ + ∂βF
αβγδBγα + ∂γF

αβγδBαβ).

Âî âòîðîì ñëàãàåìîì çàìåíèì γ → β, β → α, α→ γ à â òðåòüåì çàìåíèì
α→ β, β → γ, γ → α. Òîãäà ïîëó÷èì

δS[B] =
1

6

∫
d4x{∂αF

αβγδBβγ + ∂αF
γαβδBβγ + ∂αF

βγαδBβγ} =

=
1

6

∫
d4x{∂αF

αβγ + ∂αF
αβγ + ∂αF

αβγ}δBβγ =
1

2

∫
d4x∂αF

αβγδBβγ.

Ïîýòîìó
δS[B]

δBβγ
=

1

2

∫
d4x∂αF

αβγ.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä

∂αF
αβγ = 0 (164)

èëè
∂α(∂αBβγ + ∂βBγα + ∂γBαβ) = 0

èëè

�Bβγ + ∂β∂αB
γα + ∂γ∂αB

αβ = 0. (165)

Ïîñêîëüêó Fαβγ êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíàÿ âåëè÷èíà, òî è óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ (165) êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíû.

Ïîêàæåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ òåîðèÿ ýêâèâàëåíòíà òåîðèè áåçìàñ-
ñîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Ââåäåì âåêòîðíîå ïîëå Lµ ïî ïðàâèëó

Lµ =
1

6
εµαβγFαβγ. (166)
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Îòñþäà

ελρσµL
µ =

1

6
ελρσµε

µαβγFαβγ =
1

6
(δα

λδρ
βδγ

σ − δλ
αδβ

σδ
γ
ρ − δα

ρδ
β

λδ
γ
σ +

+ δα
ρδ

β
σδ

γ
λ + δα

σδ
β

λδ
γ
ρ − δα

σδ
β

ρδ
γ
λ)Fαβγ = Fαβγ,

òî åñòü

Fλρσ = ελρσµL
µ. (167)

Â ñèëó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (164) èìååì

∂λFλρσ = ελρσµ∂
λLµ = 0.

Îòñþäà
εαβρσερσλµ∂

λLµ = 0

èëè
−2(δα

λδ
β

µ − δα
µδ

β
λ)∂

λLµ = 0.

Ýòî âåäåò ê óðàâíåíèþ

∂αLβ − ∂βLα = 0. (168)

Ñîîòíîøåíèå (168) åñòü äðóãàÿ ôîðìà çàïèñè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (164).
Èç ñîîòíîøåíèÿ (163) ñëåäóåò

∂µL
µ = 0. (169)

Óðàâíåíèå (168) èìååò ðåøåíèå

Lα = ∂αϕ, (170)

ãäå ϕ(x) - ïðîèçâîëüíîå ñêàëÿðíîå ïîëå. Ïîäñòàâëÿÿ (170) â (169), ïîëó-
÷èì

�ϕ = 0. (171)

Íî (169) åñòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñâîáîäíîãî áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíî-
ãî ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (164)
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äëÿ ïîëÿ Bαβ òîæäåñòâåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñâîäÿòñÿ ê óðàâíå-
íèþ (171) äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ(x). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà óðàâíåíèÿõ
äâèæåíèÿ òåîðèÿ ñâîáîäíîãî áåçìàññîâîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðíî-
ãî ïîëÿ ýêâèâàëåíòíà òåîðèè ñâîáîäíîãî áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.
Ñâÿçü ìåæäó Bµν è ϕ äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (167), åñëè â íåãî ïîäñòàâèòü
(170), òî åñòü

Fαβγ = εαβγµ∂
µϕ. (172)

Ïîäñòàâèì (171) â äåéñòâèå S|B| (163). Ïîëó÷èì

S|B| = − 1

12

∫
d4xεαβγµ∂

µϕεαβγν∂νϕ = − 1

12
(−6)

∫
d4xδµ

ν∂µϕ∂νϕ =

=
1

2

∫
d4x∂µϕ∂

µϕ = S[ϕ]. (173)

Ìû âèäèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (170) äåéñòâèå S|B| äëÿ ïîëÿ Bµν ñâî-
äèòñÿ ê äåéñòâèþ ñâîáîäíîãî áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.
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